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MATHEMATISCH CENTRUM,
2e Boerhaavestrast 49,
Al STERDAMN

Lolloguium over theta-functies.

Inleiding door Lr T. van der Blij.
14 November 1951}SLZ

$1._7at is een theta~functie ?

S .
.. . K Tt
Het eenvoudigste voorbecld is wel e . We merken even op,
+ 60 Vo , Vg - &
: marmo e Tl h PR .
dat e triviaxl 1s, en 2 é erg moeilijk, immers
5 Me=-0o w00 T gt !
S LT X is niet te bverekenen, terwijl [ <€ oda = /wit) .
¢ oLx - o
(3
i?halve met integralen hangen de oneindige reeksen van de theta~-functies
) TeEL mA
k o 3 3 e Y o q '
ook nog samen met de eindige somnen .= , de z.g., sommen van
¥ “rrawfi

Gousz, die voor gegeven wacrden van p en g te berekenen zijn.

De eenvoudigste mznier om theta-Tuncties in de getallentheorie
. . . 2wl ot S
sebruiken, is wel de triviale relatie ( 2 & ) =
e . - 0o
TN

e
= £ *3(”)5 , wacrin ¢ (N) het aantal oplossingen van de Diophan~
("

te

tische vergelijking n12 + n?2 + e nqg = N voorstelt.

We gaan nu voortaan beschouwen:
4 ! . 2 ,
o’ < Tt 7 @n
Q'}.'}.'T) L/ (:f’f) = <. e e ,

- LR

deze reeks is absoluut convergent voor m T > 0. Te onderzoeken deze
functie van Z en T .,

€2, Het gedrag als functie van z.
Uit de definitie v'1lgt direct, dat :

(2] T) = (2 1T)

~lT =ml T
}9(z+l [T) = e e 39(ztrﬂ.

De functie ﬁ ig 2ls functie van z een kwasi-dubbelperiodieke. Als we
denken aam het gedrag van enkelperiodieke functies als sin z, dan be-
grijpen we, dat er analoge, andere functies kunnen ontstasn als we 2
Nx?rmeerderen met een halve periode. e onderzoeken dus



< I
SFzad|. ) = S (oq)n JEgm 2wz

Wz+2T|T) = o~ gmel - ey T (T(n+d )2 27¢7 (n+d)
ﬁ(m%#ﬁ‘mf ) = o~ LEOT T .{§(~1)11 . mz_(n,,,gg) e‘?mz(mé)

o
4]

i

Voortaan werken we met vier verschillende theta-functies.

'ﬁ(.T, 4 ’r; fzg g 4

(1.2.1) J (zIT) = b3 e ’ne Lz
00

. LT Y LTy

(1.2.2) ﬁo.,um T

2 (=) e e

it

— LoD ‘ .
TiT(nsd)® 2712 (n+d)

(1.2.3) VQ 52T Z e

i

T (-1 7w z(ned)? 470 2(ned)

Lo

i

(1.2.4) ﬁﬂ(zzz)

Als z een r_¥el getal is, heeft het soms zin de recksen als volgt

te schrijvens e 2 q.
(1.2.5) "oo(z Z) = 1+2q cos 2711 z-x-qujr cos :3,;1'2:4-2q9 cos 6T z+ ...
(1.2.6) 01(2”1 = 1-2q cos 27 z + chi cos 4mz - 2q9 cos 6T Z +eue
(1.2.7) «)910(le) = 2q'1‘(cosﬁz + q1‘2cos 3Nz + qQ’Bcos ST 2 + ese

1.2

A
2ig*(sinwz - q sin 3mz + qu'Bsin B Zm eee

We vergelijken deze notatie met die gevolgd in Vhittaker-Watsons
Y ,

’?,,C}OO(Z’@) 7/3(sz,q) 1910(21'6) ﬁé(rrz,q)

Y (21t) = F (12,00 Yy lem) = 1V (re,q)

WVij defini&ren zelfs algemeen de¢ functie:
) T (rato)l  AT(Z(p 2
(1.2.10) QQﬂh(z!’L’) = 5 (-nmh 7 (n+ig)® (n+2g)

il
il

(1.2.9)

i
I

Uit deze definitie volgt direct:

(1.2.11) Vnggl,mgm(z;ﬁ) = (-1)h1 Jgh(zra).

Volledigheidshalve geven we nog de algemene transformatieformules bij
verschuiving over hele of halve porioden.

. FTign - Imisal ~MA
(1.2.12) ?9gh(z+>/7é+ /41() = ¢ STPA e 2g+),h+/

. . ,,"«t*"ﬁw-ﬂ“i'?flz “ATLZA ‘
(1.2.13)  Jgyzetepin) = (0 o NCILDE

(2t)

§3, Het gedrag als functie van T .
Het ligt voor de hand, dat we dic transformaties van T onderzoe-
ken, dic het halfvlak - ' %20 in zichzelf overvoeren. Dit zijn de li-

neaire transformaties 7 - %;{5%— met 45 - py > 0. De transformaties
met A ¢ =¥ = 1 worden voortgebracht dcor 7T +1en T %. We on-~

derzoeken nu e it
ot 3
Yo (ale) = 2 (-0 e = ¥ (1T,
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Algemeen geldt

; 2
(1.3.1) p?gh(z Jt4+1) = e tnig bﬁg,£+h+3(zVF).

De transformatie T->% berckenen we alleen voor 0o(21T).
We gebruiken de bekende formule

+ o
< L7 x
2 f(n) = 2 { e "X £ (x) ax.
Rg )
We vinden dan
+ o . Lt .
iﬂt‘mx e Wt LA
29’ = g? ( e e U e T ax
1 it 2‘5;'\/ :
) =g | T
= E g [¥] T e ? dx
S
- 2 v mig gy
L5 JFlont A% %-2-rt) i
e )
: mi2 e gyt X
= VAT e T 2 ¢ QT
“y
De gezochte transformatie formule luidt: ,
‘ . ~'f'l(' ‘( E—
(1.3.2) /)9 Zl)le YyaAT ¢ T ) R( V-i7)) o,
cor r T

Uit deze transformetic formulec voor i}zo is die voor Zzh direct af te
leiden, door over e.n geschikt gekozen aantal halve perioden ven z op
te schuiwven.

Natuurlijk kan men cok direct met de sommatie formule van
Poisson werken. Te vinden dan

j—y C L
v | _ — T4 TiZ 7}
’ Z | = - - :«I '
(1.3.3) Vgl 215 = vt 27F L ng(#IT)
7e merken nog even extra op, dat

V(2 |r+1) = T2 /j (z|T)
(1.3.4)) 1 L
- ) _ V_i»i\ - ‘37?—1 1’?"} ﬁ

—

M E 2

-,

&4 Nulpunten voor P (z).
We gaan uit van de fermule (1.2.13) cn differenti¥ren deze lo-

garithmisch naar z, e vindcn dan:

i t
P:)?m(z-r%?? +/«(]T»".) _ ;2'ﬁ‘i>\+ )7 n(21T)
&h(zmr-r/un) § an(zIT)

e berekenen nu het aantal nulpunten van z binnen een perlode par.
met hoekpunten (& , 5 +1, 5 +1+T, I+ L). Dit aantal is gelljk aan

PV R T TS T

e dz = 2.7¢
V(Y

2



TE &

{{5,@(2) G
i?t

[
gh(z) j? (z+1)
Er is dus één nulpunt per periode par. 9
Het is uit de formule (1.2.8) direcct duidelijk, dat ¢ 0 {T)=0,

De nulpunten liggen dus voor

'ﬁ1?(z¥5) congrucnt met 2 = O,

i

(1.4.1) §g1(zi?) congruent met z = } 7,
ﬁm(zf’[) congruent mct z = %,
Vyo(21T) congruent met z = & + #7.

§5. Voorbeeld van productontwikkelingen.

Wanneer we wan cen Tunectie alle nulpunten kennen, kunnen we vol-
geno Weilerstrass de functic voorstoellen in de vorm van een oneindig
product. e probercn nu langs olinksc wegen zo eenvoudig mogelijk een
convergent oneindig product voor 2}%1(zt?) op te stellen. We zullen dit
zo doen, dat we e.rst wat knocigm op heuristische wijze en later bewijzen
dat het Bnslotte toch goed is gekomen. (Dit is trouwens een geliefde
mcthode bij dit soort problemen),

We beschouwen

£(s) = '7)14%-9%-% 1),

ST mMT
Nulvunten van f(s) zijn dc wasrden s = 0" (n willekeurig geheel).

V¢ beschouwen nu het product

TT (e —2——)

J;Z‘JT int
p Dit is alleen convergent als n = -0 , We beschouwen nu ecrst

;% 27 {vat
A (1-e 8).

Voor de overlgc waarden van n convergecert het preduct

: LA mT
o0,
ez z-?,r,’m[ . 277,'%1?_1
In het product T“(T-c s)(1-e s~ ') zitten alle wortels behal-

ve 8 = 1 verwerkt, Deze verwerken we ze symmetrisch mogelijk door ecn

.

factor (8° - s~ %} bij te voegen. Alles temamen vinden we,dat

Vv, (2IT) sn
OT(T (1ol P T 2mi%y aninT iz,

(1.5.1)  P® (21D (’Tm ST
)?11(23 )

dezelfde nulpunten hebben. Hieruit volgt dat de fanctie *?TTETET" guen

nulpunten en geon polen hoeft. We beTekeren nu




TF 5
?}11(2—!—1'7‘) B "".751/11(74]{«) ﬁ]j(zlz)
¢ (z+11T) _i-—t{(‘(zlt,) = Tglait)
¢%1(Z+TTK) ~e~ﬁ‘t ST 7%1(z/t) 121(zlt)

%(Z'*'(Z }_C,) _C;ru‘zfx (;;..77&&4 4'/0 (21T) = ﬁ(ﬂ = e

Het quotient is dus ccn zuiver dubbel periodicke functie, daar hij

gecn polen hecft, is dc functic wegens de periodiciteit begrensd en
dus constant. Dat wil zeggen

% .
(1.5.2) 1} (217) = a(T)(e Tl vﬁ&,,) // (1- u'”(mr el,,,,z)
‘ [

AT T 2w
(1-e e ).

Met behulp van wat rekenwerk mct elliptische functies kan men bewijzen.
. ™ -
dat G(T) = e st TT.(1-6‘LWLQQL), zodat dus geldt '’
!
4 0 . . N .
il 57 T wint LWMiZ

ToawlimT - 2Am¥
(‘1-—e‘Lr e ).

Voor de¢ andere j? functies bestasn analoge productontwikkelingen.
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Hoofdstuk II, Periodicke functies.,
1. Algemene eigenschappen,

Ecn getal (. hect ecn periode van eun functie f(z), als voor iu~
dere z, waarvoor f£(z) gedcfinieerd is, ook f(z + (J ) en £(z - L)) ge-
definicerd zijn en als voor iedere z, waarvoor f£(z) gedefiniecrd is,
geldt f(z + W) = £(z).

Als ) en (Y perioden ven evn functie f£(z) zijn, is dat ook het
geval met k) + k'w)' (k, k' willekeurig gehecl).

Van ecn nict-constantc ecnwaardige analytische functie bezit de ver-
zancling der perioden gecn verdichtingspunt. Immers, was dat wel het
geval, dan was in icdere omgeving van dat verdichtingspunt 4 een punt
te vinden, waar dc¢ beschouwde functie £(z) guelijlk was aen £(d), zodat
de reeksontwikkeling van £(z) in de omgeving van d slechts één term,
n.l. de¢ constante term, zou bevatten ¢n f(z) derhalve zelfs in het ge-
hele complexe z-vlak constant zou zijn, in strijd net de veronderstel-
ling.

Uij onderzoeken nu hoe de¢ perioden van een nict-constante cenwaar-

dige enalytische functie £(2z) kunnen liggen. ‘

Allercorst is O ecn periode van zo'nm (trouwens van icdere) functie.
Onderstcl dat de¢ functic verder een periode () bezit. Alle punten
nw (n gcheel) der rochte zijn dan ook perioden var f(z). Omdat niet
in icderc omgeving van O cen punt ligt, dat als pcriode optreedt, is
¢r ecn punt W) , dat hot dichtste bij O ligt en periode ven £(z) is.
Ock het punt - , heeft deze eigenschap. Allc op de rechte 0w 4 gele-
gen punten, dic perioden van f(z) zijn, zijn dus van dc gedaante
k u31 (k geheel). Het gotal Lﬂ1 noemen wij DE fundamcntele periode
van £( z).

Er zijn nu twec¢ gevallen mogelijk:
l1c. Onze functie bezit bchalve de hierboven gevonden getallen k 501
geen verdere perioden. Men noemt haar dan (enkel)periodick met periode
Ly
2e¢, Onze functie bezit ten minste één niet op O L01 gelegen periode
W . Zij m W, het punt mct minimele modulas, dat periode is van (z),
dat nict op Ou)1 ligt. Onze¢ functie hect dan dubbelperiodiek met DE
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fundamentele perioden W)y on  W,. Icder getal k, W, + k, W, (k,,

k, gcheel) is dan ecn puriode van f(z). Dear icder punt binnen drichoek
0 Ld1 ujg eon afstand tot de oorsprong buzit, die ww, is, is af ge—
zien ven de hoekpunten, goun punt van die driehock, oun periode ven f£(z).
Hetzelfde geldt voor de drichock met hockpunten O, - Ld1, - Ldz, dus
wegens de periodiciteit voor de drichouk mut hockpunten W) + LL)E,
(432, “01' zodat afgezien van de 4 hoekpunten ge.n punt ven het paral-
lelogram 0, Wi, Uy, + W,, W, cun periode van £(z) is, Een zodanig
parallclogram hect cen fundamentecvl puriodeparallelogram van f£(z). On-
z¢ functie £(2z) he.t in dit geval dubbelperiodiek. Alle punten van de
gedaante k. Ld1 + kztaﬁz (en ook geen anderc) zijn dan perioden van
£(z).

§2. Enkelperiodieke functics.

Wij beschouwen thans cun willekeurige enkelpceriodicke functie,
waarvan wij mogen aanncmen dat DE periode gelijk is aan 1, omdat dit,
als het nog niet het geval is, door ecn dilatatie in het z-vlak te be-

reiken is. Stel nu E’: GQTfiz’ dan is E 1= \S o als z, &z, (mod 1)
en omgekeerd. Bij gevolg ie de beschouwde periodieke functie f£(z)
Y . Dit is dus b.v. het goval met de go-
niomctrische functice sin 21z, cos 277z, tgiMz cn cot Mz,

Besohouw thans ecn cnkelperiodicke analytische functie £(z) met
DE p.riod¢ 1, dic slcchts geisoleerde singularitciten bezit. Er bestaat

evn ccnwacrdige functic van

dan ccn rechthocek, waarvan de basis evenwijdig loopt mut de refle as en
cen lengte 1 bezit, waarbinnen geen singulariteiten van f(z) liggen.
Lact dv basis (bovenlijn) de ordinaat (resp. yz) rezitten. Dan heoft
de functic, beschouwd a2ls functie van 3, gevn singulariteiten in het

gebied L*:eryg < | T« e =271 oen Laurentontwiklkeling ven de ge-

daante éi:w a, S 7 in geldt dus binnen de genoemdc rocohthoek de
Fouricrontwikkeling
>

f(Z) - o an " 2Tfinz
- 0 .
De cotfficilnten der Laurcntontwikkeling, dus dic der Fourierontwikkce-
ling zijn ecnduidig vastgclegd. In het gevel, dat 1(z) = sin 277z is
f(z) rationaal uit te drukken.j11‘> . Voor dergelijke functies geldt
cen belangfijke eigenschap; iedere Cergelijle functic f£(z; bezit n.l.
cun algebraisch additiethcorcema, d.w.z. voor iederc keuze van u en v

bestact er een algebralsche relatie tusscn f£(u + v), f(u) en £(v).
. d : . i N
stol nil. 3 . 21Tiu' z' = ¢ 21f1v' aus E\S = o 2Ti(usv)
7ij weten, dat de functic f(u) e¢n rationale functic is van 5 , evenzo

£(v) van E‘ en £(u+v) van k é' . Dus



£(w) = F( § )1 £(v) = B( &)y 2(us) = (YY),

Door climinatie van § en %I uit deze 3 relaties vindt men de gewenste
algcbraische rcelatie tusson f£(u), f£(v) en f(u+v). Verder gcldt: Tussen
icder tweetal enkelperiodicke functies £(z) en g(z) van het speciale
beschouwde type bestaat eun algebraische relatie. Immers, men hecsft,

\ 2#Tig
[

als mcn 5 = stelt,

£(z) = F( 5 )5 gla) = 6( 5 ),

waarin F ¢n G rationalc functies zijn van (S . Eliminatic van

voert tot het gowenste algebraische verband tussen f£(z) cn g(z).
Aangezien de afgeleide van ecn periodieke functie iedere periode

bezit, die de functie zelf bezit, bestaat er dus evencens een algebra-

Ische relatie tussen zo'n functie en zijn afgecleide.

§3., Dubbelperiodicke functies.,
Wij beschouwen nu ccn dubbelperiodieke functie f£(z). anls wij
zagen, bezit zo'n functie cen fundamenteel periodeparallelogram. Een

paralleclogram, dat hieruit door verschuiving ontstaat over een afstand
# k, u)1 + k, VJZ (k1, k, gcheel), noemen wij een periodeparallelo- |
gram of cel, Men is gewoon een deel van de¢ rand van de cel mec te rom
kenen bij de cel cn wel ¢én hoekpunt en de twee daar uitkomende zij-
den. Ecn periodeparallelogrem van twee dubbelperiodicke functics is
ook periodeparallclogram voor hun som,verschil, product en quotiént

en deo afgeleide van <21k hunner.

e Stelling van Tiouvilles Een gehecl dubbelperiodicke functie is con-

stant. Tmmers de functie is gehceel en bezit dus in bet fundapentele
periodcparallelogram geen polen; zij is daar en wegens de periodici-
teit dus zelfes in het gehele complexe z-vlak begrensd. Een gehele
begrensdc functie is echter constant. Iedere niet--coustante dubbelpe-—
riodieke functie bezit dus in elk periodeparallelogram, dus in elke
cel ten minste ¢én singulariteit. .

Definities Een analytische functie, die in het gehele z~vlak slechts
regulicre punten of wolen bezit (ecen meromorphe functie dus) en die

dubbelperiodiek is en niet constant, noemt men eun elliptische functie.,
Onder de orde van ecn elliptische functie verstaat men de som der mul-
tipliciteiten der in ecn cel gelegen polen. Deze som is kennelijk on-
afhankelijk van de keuze der cel. Hebben twee dubbelperiodieke funce
ties hetzelfde periodeparallelogram, dezelfde vnolen en in die polen
dezelfde hoofddelen, dan is hun verschil een gehele dubbelperiodieke
functice, dus constant. De oorspronkelijke functies zijn dus op een
constante na gelijk.

2e Stelling van Tiouville; De som der residuén van een elliptische
functie in een peviodeparallelogram is nul. Beschouw n.l. de integraal

7;%?f f' f(z)dz, genomen over de rand van het parallelogram. Iiggen
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er polen op de rand, dan intougrere men over e.n godanige cel, die geen,
polen op zijn rand heoft liggen. Zo'n cel bestaat en is stecds te vine
don. Aangczien in corrcsponderende punten der overstaande zijden de
functie f(z) dezelfde waarde aannecmt, is de som der bijdragen van twes
overstaande zijden tot dc contourintegrazl nul, waarmcdo de stelling
buwezen is.

Als gevolg hiervan bestaat er gecn elliptische functie van de
orde 1, want zo'n functic bezat in iederc¢ cel 1 pool van de eerste or-
de, waarvan het residu cvchtoer nict gelijk kan zijn ean O, Een ellipti-
sche functie van dc¢ orde 2 kan hetzij 1 pool van de¢ 2e orde hebben,
hetzij 2 polen van de 1¢ orde met tegengesteld residu.
3c Stelling van Liouvillcs Het aantal binnen een cel C gelcgen punten,
waor ccn clliptische functic £(z) cen gegeven waarde ¢ aanncemt, is
gelijk aan de ordc der functie. ;

Immers, beschouw de elliptische functie g(z) = £(z) - c. Het aman-
tal der gezochten punten is gelijk aan het aantal nulpunten ven g(z),

dus gelijk aan
1 &'(L?).dz
2 111 J 8&lz ’

waarbij weer over de rand van C wordt geintegreerd. Nu is zowel g(z)
als g'(z), dus ook gé%; elliptisch, derhalve is de genoemde integraal
volgens de 2e stelling van Liouville gelijk aan nul. De nulsom van
g(z) ten aanzien van C is dus gelijk aan de poolsom, dat is de orde

van g(z), dus de orde van f(z).

Bes houw verder ce in 2en periodeparallelogram gelegen punten, waarin
een dubbelperiodieke functie f(x) een gegeven waarde ¢ aanneemt. De som
dezer punten is, zcals wij gaan aantonen, afgezien van gehele veel-
vouden der perioden¢»1 en W, gelijk aan de som der polen.

Men heeft nl. volgens de residuenstelling dat het verschil dier

i s 1 " zf'(z) :
sommen gerijk is ean = ZL Z) =0 dz. Deze contourintegraal is weer
de som van 4 rcchtlij%ige integralen.
Beschouw allereerst: S ®r

: (z+0,) £ (2) 8

'f“' 2 4_'
f ¥ / /‘Q (F17 zf‘f‘% - ¥z )4z = """2,[ T(Lr)‘zz-c dz
P Iy

PQ RS P

f{Q)~-c
= =W . =
o 1o ¢ Peq
Omdat £(Q) = £(P) is 3e logarithme van het laatste quotient een geheel
zetal m, , dus (gﬁ + ) = matk3
2 21 Bq  Rs 2%’

cvenzo ziet men in dat er een geheel getal m, bestaat zodanig dat de
som der andere twee beschouwde rechtlijnige integralen gelijk is aan
2ivd msw), waaruit tenslotte volgt dat de som der nulpunten van f(z)~c
cn der polen van f(z) een verschil heeft van de gedaante W, Wi+ MWy,
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Stelling, Eebben twee dubbelperiodieke functies f(z) en g(z)
dezelfde perioden, in een periodeparallelogram dezelfde nulpunten en
polen (en dezelfde multiplicitelt in ieder dier nulpuntenfrgsp. polen)
dan is hun verhouding cen constante., Immers hun quotient =z is even~.
eens een dubbelperiodieke functie, die nergens in een periodeparallelo-
gram polen bezit en dus volgens de 1® gtelling van Liouville een eon-

stante moet 2zijn,

Ten slotte vragen wij ons af of een niet constante analytische
funetie meer dan twee perioden k&n hebben, Wij laten zien dat als zo'n
functie drie perioden w,,w, en W, (alle # 0) bezit, er getallen ny,n,,

n, (niet alle nul) bestaan, zodanig dat

ngfdy + n2Ld2 + n3LJ3 =0

is,

Immers omdat de beschouwde niet constante functie perioden bezit, bezit
z1lj zoals boven werd aangetoon:, een"kleinste'"periode f11. Is iedere
andere periode van de gedaante n,111 (n geheel), dan geldt uiteraard
een betrekking van het gewenste type tussen elk drietal (zelfs elk
tweetal) perioden, Bezit de funoctie buiten de rechte O.fl nog perioden
dan is er zoals wij boven zagen een getal fl met mlnlmale modulus, nie
op OJ). gelegen, dat periode is van de functie, die verder binnen het
parallelogram met hoekpunten O,«f}1,.,-1+ g 2,,f22 geen enkele periode
heeft liggen. Is nu LJ1 een willekeurige periode van Qe funectie dan
moet LJ1 val de gedeante a1.f11+ b1-f12 (a1,b1 geheel) zijn, want an-
ders bezat de functie toch een periode binnen het genoemde parallelogral
Voor twee willekeurige perioden “32 resp aJB van de functie begtaan er
evenzo gehele getallen a b, met

2’ 3’ 3 .
() { +b g W, = a3fl.1+ b3_ﬁ-2,

2 = 8o Fqt Dot og 3
Eliminatie van 111 en .flz levert

) (a.b)23 + (ab)31 + W) (ab)12 =0,

waarbij opgemerkt zij dat als een der coefﬂbﬁ~&nﬁ in de laatste trek-
king nul is, reeds een eenvoudiger betrekking van het gewenste type in

casu by ey - a;w, =0 of b, &, - a, W, = 0 geldt, waarbij dan

in een der beide betrekkingen beide coéfficiénten van nul verschillen,

want anders was een der gegeven perioden u)1 of UJZ zelf nul,



MATHEMATISCH CENTRUM TF 11.

2de Boerhaavestr., 49
Amsterdam Q.

G Y D S WD D S D . A e . -
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Enkele speciale Functies,.

(Motto: elliptische functies ¢- & ..3» thetafuncties),

1. Definitie van de functies i’ , | _,_ i _-

De trigonometrische functies staan in nauw verband met het ééndimen-
sionale rooster, dat gevormd wordt door de punten n* (n geheel). ZiJ
kunnen worden afgeleid uit één gehele functie die deze roosterpunten
tot enkelvoudige nulpunten heeft, nl. uit sin z . Immcrs

cos z= sin(z+ %?), cot z= & l°§281n .

Bij de functie cot z zijn de roosterpunten polen van dr eerste orde
geworden,

Het ligt voor de hand naar ecn tweedimensionaal analogon te zoeken,
in de eerste plaats dus naar een gechele functie waarvoor de nulpunten
enkelvoudlg zijn en samenvallen met de verschillende rocosterpunten

(3.1.1) W=n) 9g4n, 0, (nl,n2 geheel).

We weten nu immers dat het tweedimensionale rooster van fundamenteel
belang is voor de theorie van de elliptische functies (Liouville 1847).

Om ¢en reden die aanstonds zal blijken wordt de onafhankelijke com-
plexe veranderlijke bij een aantal functies niet door z , maar door de
letter u voorgesteld. De symbolen T7{' en J ' zullen aangeven dat een
zal

product resp. een som loopt over alle waardeparen (nl,nzxé(o,o); ¥
over alle paren (nl,ne) lopen. Gesteld wordt nog
(3.1.2) fo= i Imc .0,

hy

het laatste in overeenstemming met de beschouwingen over thetafuncties,
waarbij ook alleen waarden in het bovenste halfvlak voor 3 waren toc-
gelaten,

Stelt men
u,
(3.1.3) u)= S (u o, p)=ull(1-2) e V2
dan is het product in het rechter 1id volgens een bekende stelling van
Welerstrass (waarover aanstonds nog nader) in ieder eindig afgesloten
gebled van het u-vlak gelijkmatig convergent; & (u) is dus geheel,
heeft de roosterpunten w tot enkelvoudige nulpunten en is overal elders
van nul verschillend.



TF 12

Stelt men
(3.1.21’) ;" (u)w d 10%,\_; . (u)’ (u)m - ~"(u)
dan is dus, alweer volgens Welersatrass,
(3.1.5) ()= Juleg, p)e e (e et L),
-y 1 1
(3.1.6)  s(u)= (uiuip, o)== 47 v -2,
7 ety ! (uaw)? We
. 1
od o o = {! [ Wi = - ) .
(3 1 7) J (U) ff (U.} 1 2) 2 | m »

terwljl de reeksen 1n de rechter leden in ieder eindig afgesloten ge-
bied wvan het u-vlak, dat geen roosterpunt w bevat, gelijkmatig con-
vergeren, {Scherper: deze recksen convergeren gelijkmatig in ieder ein-
dig afgesloten gebied A, als de (eindig vele) termen dic in A oneindig
worden buiten beschouwing blijven}.

Omdat de nulpunten van « {u) enkelvoudig zijn «u met de rooster-
punten w samenvallen zijn deze roosterpunten wegens (3.1.4) polen van
dc eerste orde van [ (u), van de twecede orde van = (u) en van de der-
de orde van _p'(u), zoals ook direct uit de recksontwikkelingen blijkt.
Andere singulariteiten van » , p of p' zijn niet mogclijk en deze
functies zijn dus meromorf,.

Uit (3.1.7) volgt direct

(3.1.8) g ot(ueary)= ot () (3=1,2),

zodat p'(nitul,ﬂmz) een elliptiscre functie is mct dc perioden “;1 en
w>2 , en dan van de derde orde (namecn we tol en 2(;2 als perioden, dan
was .}' weer elliptisch, maar dan van de zesde orde enz.) Aan de andere
‘kant is }(ui(ﬁl,(ue) zeker niet elliptisch., Immers in iedere pool
u=w heceft " (u) volgens (3.1.5) een constant résidu 1, zodat de som
van de résiduen in een parallelogram, dat ten minste &én pool bevat,
steeds van nul verschilt, hoe dit parallelogram verder ook wordt gekozen.
De naam "clliptische zetafunctie" (b.v., bij Biecberbach, Funktionentheo-
rie I, 274) is dus enigszins misleidend.
Wegens (3.1.3) is 5 een oneven functie van u, Immers in het product

1. ' beantwoordt de primaire factor, die van een zekere w afhangt, cen-
eenduldlg aan de primaire factor die van -w afhangt, en het product

2
(1- 2) exp(%)”

van dezc belde factoren is een gehele functie van u2. Bijgevolg is
7 '(u) even, en / (u) volgens (3.1.4) oneven, 4 (u) even en & '(u) weer
oneven,

Verder volgt uit (3.1.3)

(3‘1-9) 7 (;\U§ /""-“:l: o ’“32):"'\ ¢ (u/:'-:’l:!-ﬂg):
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zodat » een homogene functie is van u , vy en T, voor het gewicht 1 .
Evenzo zijn 7. £ en &5' homogcne functies van u,‘nl en ’02’ resp.
van de gewichten -1, -2 en -3,

Stelt men
(3.1.10) z= ——
(Hl
dan 1s in het bijzonder, met het oog op (3.1.2),
(3.1.11) s (uen g, )= ey & (201,7),
In het vervolg zullen dus stceds homogene trivariabele functies, zo-
als ¢, 7 , i en %' nasst inhomogenc bivariabele functies in 2z en

7, zoals de thetafuncties, kunnen worden beschouwd. De¢ vermindering
van het aantal variabelen in dc inhomogene gedaante gaat natuurlijk
ten koste van een zeker verlies aan symmetrie in de diverse formules.

Op dezelfde wijze kunncn naast de modulaire vormen, die homogecen zijn
in ) cn oo, (en waarover aanstonds nader), dc modulaire functies
worden gesteld die uitsluitend van =~ afhangen. Is F(iﬂl,tdz) een mo=-
dulaire vorm van het gewicht g , dan is

(3.1.12) P .:k:vl,«.se):c.u,lg £t )

waarbi]J] [ een modulaire functie is., De sommen

(3.1.1%) Gy (15 00p)= 5 1 oK (k> 1)
(nlu»1+n2,)2)

leveren een voorbeceld van modulaire vormen, waarmec we ons nog uitvoe-
rig hebben bezig te houden.

Van de vicr functies die hierboven werden vastgelegd schrijft men 5,

F en ' toc aan Welerstrass, 7 aan Halphen. Het schijnt niet geheel
duideli jk te zijn wannecr de J -functie door Wecicrstrass werd goevonden.
Waarschijnlijk is dit na 1860 en zeker véér 1881 gebeurd; in dit laatste
Jaar wcrd nl. met het uitgeven van de colleges van Welerstrass begonnen.

In tegenstelling tot de oudere elliptische functies van Abel en Jacobi
is 5~(u) de moderne elliptische functie bij uitstek; wie de : -functile
beheerst doorgrondt tot op zekere hoogte het gehele gebled derclliptische
functies. Tussen de oudecre periode (1825-'30) en de nicuwere (1860-'70)
ligt dc¢ ontwikkeling van de complexe functietheorie. Nlet dat problemen
op het terrein van de elliptische functies deze ontwikkeling in bij-
zondcre mate hebben gestimuleerd; andere onderwerpen (potentiaaltheorie,
Abeclge integralen) waren in dit opzicht werkzamer. Maar wel heeft de
functietheorie gemaakt dat de uitvoerige berckeningen over elliptische
functies geleidelijk vervangen werden door algemencre beschouwingen
van grotere draagkracht.

Tegenwoordig gaat men meestal uit van de functie g '+ Hlerwyan wordt
dan bewezen dat deze een elliptische functie van de derde orue is, en
met behulp van een drietal integratics worden achtercenvolgens j», ' en
4 verkregen en hun eigenschapprn afgeleid.
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Een dergelijke afleiding is natuurlijk,volkomen in de haak, en toch
kan men er een.zeker bezwaar tegen hebben, Eigenlijk is + (u) als ge-
hele functie eenvoudiger dan de meromorfe functies ', v en ? ; men
zou daarom van £ willen uitgaan.

Overigens is dit sinds de onderzoekingen van R.Nocvanlinna ook al
weer twijfelachtig geworden., Nevanlinna merkt op (l.c. p.l00) dat de
cenvoudigste meromorfe functies, die geen uitzonderingswaarden bezitten,
juist de dubbelperiodieke zijn. Het ordebegrip van een elliptische
functie b.v. is aan geen enkele speciale functiewaarde gebonden, De
zienswljze die o en de eindige complexe grootheden als aequlvalent
beschouwt vereist echter, dat men zich cerst tot de verre van elemen-
taire inzichten van Nevanlinna opwerkt

Bovendien zijn ook de thetafuncties geheel: men mog dus een eenvou-
dig verband tussen & (u) en dc¢ verschillende theta's verwachten. Om
dit verband op eenvoudige wijze te kunnen leggen zullen eerst enkele
begrippen en eigenschappen uit de theorie van de gcechele functies worden
besproken.

2. Toepassing van de¢ theorie der gehele functies. De » -functie van
Welerstrass.

Laat 2z een complexe veranderlijke zijn en f(z) een gehele functie
mct een aftelbaar aantal (van nul verschillende) nulpunten ZysZosees

\

(meervoudige meervoudig geteld). Zonder beperking van de algemecnheld kan

(3.2.1) 0 < 1zq 1, {n=1,2,...)

Zn! & i2h4]
worden gcenomen, Indien ook z=0 een nulpunt van f 1is zal de multipli-
citeit hicervan worden aangegeven door ',

De thcorie van de gehele functies is eigenlijk in 1876 begonnun
met een cnderzoek van Welcrstrass naaep de mogeliljkheid, een gehele
functic f{z) op soortgclijke wijze in factorcn te ontbinden, als waarop
dit met cen veelterm kan gebeuren. Welerstrass bewees ongeveers

Stelling: Laat f aan de hierboven gesteldc voorwaarden voldoen.
laten d¢ niet-negatieve gehele getallen kn voldocen aan

© ©
— k - k_+1

(3.2.2 2NN, o yolzfmo k-
(wat steeds mogelijk is, b.v. door k_un te nemen), c¢n zij

n

Z 22 zk
Dan is o0
(3.2.4) t(z)= &5 2 TT # (2,

n=1 kn n

waarblj g(z) een nieuwe gehele functie is en het product in het rechter
1id gelijkmatig convergeert in ieder eindlg afgesloten gebled van het
z-vliak,



af van de factor exp g(a), dsn heet de uitdrukking in hat rechterlid

van (3.2.4) een kan c product. De verdere theorie gaat in de eerste
plazts over die I‘anctiesf waarbij g een veelterm is en de grootheden
kn een gzeker natuurlijk getal q niet overschrijden; dit zijn de func-
ties van eindig geslacht. Drie begrippen moeten hier woOrden ingevoerd:
de grensexponent, het geslacht en de orde.

Definitie I. De grensexponent (ordre résl) van de rij (s °,
is het getal ¢ 20, dat voor iedere ' :>0 voldoet aan

® ®
(3.2.5) 2 f'fnj'—y’.,g = @, z —il"‘g,,ug- =2 .
n=1 | n! n=1 } n‘ L
De grensexponent kan gonvergentie- of divergentie&xponent zijn, al naar
©
R
n=1 ‘zn\b

convergeert of divergeert.
- e .
Indien de rij izn} ‘n=1 €1 eindige grensexponent hteft, bestaat er
ecn geheel getal q > O met de eigenschap

® ®

, < -
B0 HEpee i e
zodat
(3.2.7) Q= p oS Q+ 1,

Indien ¢ niet geheel is, is q = [} ; is . geheel, dan is 4F
q= 2-16fq-= ¢, + &l naar 3 convergentie- dan wel divergentie&xpo~
nent is. Voor ¢ < « cwkan (3.2.4) tot 4e eenvoudiger vorm

(3.2.8)  £(2) = e8(8) 57 7T p o)

worden herleid. Defini¥ren we het geslacht van een kanoniek product,

dat aan de normering (3.2.2) voldoet, als de bovengrens voor de geslach-
ten der primaire factoren, dan hecft het kanonieke bestanddeel van het
rechterlid in (3.2.8) het geslacht q. Deze bovengrens van de getallen
k in (3.2.4) is .0 als (@ = oo; we stellen dan q = >®, hoewel een
ontwikkeling (3.2.8) dan natuurlijk niet geldt.

Voorbeeld I. Laat van de functie f(z) = sin 1z bekond zijn, dat
deze geheel is en behalve de enkelvoudige nulpunten z =0, + =, + 2, <.
geen andere nulpunten beszit. Dan heeft de rij {zn}”n:1 de grensexpo-
nent 1, die tevens divergentie¥xponent is: dus ¢ = 1. Volgens (3,2,8)
is dan z

@
sin 7wz = ag(s). L1101 - E" ) e zn
n=1 n

cn, omdat aan een nulpunt 3%1 = m eeneenduidig het nulpunt Bop = ~B
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kan worden toegevoegd,

00 2
(3.2.9) sin nz = &8(8) 5 T (1 - gﬁ ).
n=1 m

Voorbeeld II.Van de gehele functie

X 7ic %)° Tt +5
(1.2.4) -\?—11(2\-5) = Z‘ (_)n e 1T (n+%) e 2 iz(n+s)
N==®
is bewezen, dat deze de enkelvoudige nulpunten
X i

wo o= oy = ny + 0T (nyy 1y geheel),

cn geen andere nulpunten bezit. De grensexponent (tevens divergentie8x-
ponent) van deze verzameling nulpuntan is ¢ =2, dus q = 2. YTegens
(3.1.1), (3.1.2), (3.1.10) is dan

N
N

. x. 2 -52
'\9—11(Z‘t) = eg*(Z)‘ Z-YT‘(1" %7\‘) e w w

—w,m1 e (B T (- ) o7
of ()
(3.2.10);&1(2 \T) = & 6 (u] Lu1,QL)2)'

waarbij g(u) weer gehecl is.

Voorlopig weten we van de gehele functie g in (3.2.9) en (3.2.10).
niets af, en een eerste indruk zou kunnen zijn, dat er met dit soort\be-
schouwingen slechts weinig te winnen valt., De theorie gaat echter veel
dieper, zelfs reeds in de vorm, die deze in de negentiende eeuw heeft
aangenomen door de onderzoekingen van Laguerre en Poincaré (1880 -~ 1890),
en vooral door die van Hadamard (1893 - 1897). Laguerre, die als eerste
het wekk van Weierstraas op dit gebied voortzette, voerde in 1882 het ge-
slacht in

Definitie II. Indien in (3.2.4) de gehele functie g(z) de graad
(g} heeft (waarbij we [g]) = m stellen als g(z) transcendent is), en het
kanonieke bestanddeel van het rechterlid het geslacht g heeft (waarbij
q = ®nict is uitgesloten), heet

p = max ([g], q)
het geslacht (genre) van f,.

Dit begrip, dat op het eerste gezicht iets gekunstelds heeft, is °
later zeer vruchtbaar gebleken. Zo kunnen functies van het geslacht nul
practisch als polynomen worden behandeld., Het volgende resultaat kan ons
bij de beschouwingen over thetafuneties nog van dienst zijn:

Stellinv. Het geslacht p' van de afgeleide £'(z) van een functie
van eindig geslacht p voldoet aan p' « p.

[paarbij is in het algemeen p' = p; men kent echter voorbeelden
van functies, waarbij p' = p - 1:; het is n.l. mogelijk, dat het toevoe=
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gen van een constante het geslacht met 1 doet toenemen (¥impan 1903).
Definitie III, De orde (or@re apparent) van een gehele functie f is
net getal Q’ > 0 dat voor alle ¢ > O en voor voldoend grote 12} = r

voldoet aan rOFE
\f(z)l < € )
terwijl er +en rij onbepaald aangroeiende waarden r is waarvoor
L@=&
max  |f(z)| » e’ .
lzy =1
Men kan dus korter schrijven

log log M(r)
log T

= lim sup
Q r— Co
als :
M(r) = max f(z)) .
|2} =T

Stelling. o < p+l. (Poincaré 1883)
Stelling, Voor kanonieke producten is @ < Q1 (Borel 1897; ook
direct uit Poincaré 1883 af te leiden):

Alle functies van eindig geslacht zijn dus van eindige orde, Maar isc
nok het omgekeerde waar? Op deze moeilijke vraag heeft Hadamard een ant-
woord gegeven:

Stelling, 91 < Q . (vpor kanonieke producten is dus Q1 =Q ).

Stelling., Voor niet-gehele @ is Q1 = Q.

Alleen voor gehele © kan dus Q1< © zijns b,v, voor f(z) = e? is
Q1 = 0, e =1 (hier is f = O een uitzonderingswaarde van Picard!) Men
kan gemakkelijk inzien dat iedere waarde Q< & kan voorkomen, Ten
'slotte:

Stelling. »p < e -

[en wel is p = [¢] voor niet gehele e, wegens © < p+1; is € geheel
dan is 6f p =© éf p =@ -1.)

Met behulp van de laatste stelling is het nu mogelijk de gehele
functies g(z) in (3.2.9) en (3.2.10) aen vergaande restricties te onder-
werpen,

Voorbeeld I. De functie 2z~ 'sin T2z is geheel; men heeft

i T
BT _ o(e!?),

1

Aus de orde is.tun hoogste 1 (en inderdaad 1), Nu is deze functie even;
atelt men . ‘ .

(3.2‘11) . | ' Sinz"(z - h(z2) .7. .

dan is h wéér een gehele functie, nu ech;t;é"r'van de orde %, dus van het
geslacht 0,
Volgens (3.2.9 heeft h(w) de nulpunten w = mz(m'= 1,2,..4), zodat
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h = -
(w) cmTl (1 27)

vaarbij ¢ een constante is, Voor w = 2
©3.2.9) en "3,2,11)

i T (O 2 )
8in Mz = CcZ - |
e m

zodat de golsle functie g(z) in (3,2,9) een constante is, Door de limiet-
overgang z —+ 0 te beschouwen verkrijgt men ten slotte

volgt hieruit met behulp van

B oo

sin Mz = Tz (1 - ).

m= "4
Voorbeeld II, Met behulp van de reeks (1.2,4) kan de orde van

I ,‘_(z) naar boven worden geschat, Zij

(3.2.12) T =x + iy (y > 0).

Dan is >
22 -ny(n+d) (2n+1) 7T | )

\3;: (z)\ f_i_,Z__ © - ® =

Nz OO
co -Tt‘y(t+%)2+ Trizy (2t+1)
=0( { e at) = *
- 5 2
izl 0o - \z; 2 izl
- Ty(t+g- —) —_—
—e T (j at) =e I 0(1).

Dus is 1(z) ten hoogste van de orde 2, en van een geslacht
p <& 2. Dit houdt echter volgens Hedamard in dat g(u) in (3,2,10) ten
hoogste van de tweede graad kan zijn:

2
8»”(211.) _ gatbutcu 6 (ulwy,wy).

Aangezien 5”_” en § beide oneven functies zijn is b = 0; we mogen
dus schrijven ‘2
| ke
. - Eua1
Jieit) =ae 6 (u|wy,w,),
omdat w1 eindig en van nul verschillend is; daarbij is T ¢ een groot-
heid die alleen van w4 enw, afhangt, De uitdrukking in het rechter
1id moet homogeen zijn van het gewicht nul; dit geeft
2
-1 2wy
&11(3}}?) =w1 &(t) e g(u\w1rw2)y
waarbij rl 4 €en homogene functie van (w., yw 2) moet zijn van het gewicht
-1. Volgens (3.1,10),(3.7.11) ken dan worden geschreven

il 42
...§ T:)B 4 6‘(2'} Tjt)

z

3’”(zsr)

waaruit voor z —5 0 volgt
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F i) =% (e,

7zodat ten slotte 2

ks
RETARID S
Y (o4t )3“31 © 6 (] w 4,5,
1110/

waarmee een betrekking <ussen de functies 3 11 €1 o 1is verkregen,

Opgemerkt kan worden dat de afleiding van (3.2.13) nauwelijks re-
kenwerk heeft vereist, en dat (schijnbaar) slechts weinig gegevens over
J 11 Werden gelruikt, nl,:

(a) 3’“ is geheel;

(v) de nulpunten vah «9'.” zijn enkelvoudig en vallen samen met de
roosterpunten n,+ nz‘t:' H

(c) de reeks (1.2.4) voor &11 laat de schatting

2
F o, 2) = o(e 2121

toe, waarbij o niet van z afhangt;

(a) 3’1118 oneven.

In werkelijkheid vergt de combinatie van deze vier eigenschappen z6
veel, dat 3’11 hierfoor op een exponentitéle factor na is bepaald.

In (3.2.13) heeft de exponenti¥le uitdrukking een exponent van de
graad 2; het kanonieke product voor & (u) is volgens (3,1.3) van het
zeslacht 2, Volgens de definitie van laguerre is dan ook 3‘11(2. T ) van
het geslacht 2.

§ 3. De grootheden n i Primitieve periodenparen.
7 1

Volgens Liouville kan de niet-constante gehele functie & (u) niet
Jubbelperiodiek 2ijn, Zoals aanstonds zal blijken is 6 in het algemeen
zelfs niet enkelvoudig periodiek., De parallel met de trigonometrische
functies gaat hier enigszins mank, want sin z is wél periodiek. Ook wordt
et analogon van de periodieke meromorfe functie

0
_ 4 log sin z _ 1 )2 1 1
cot z = dz =z e (z+v(m + z—"rrm)

minder door 2 (w) als wel door de elliptische functie & (u) gevormd;
deze laatste ontstaat echter eerst door twee differentiatieprocessen uit
6 (u).

Wel kan uit 6 (u) blijkens (3.2.13) een enkelvoudig periodieke
functie worden afgeleiﬁ door ¢ van een geschikt gekozen factor te voorszien,
In het algemeen kan (3,2,13) dienen om het gedrag van & (u) t.o.v, de
transformaties u »u + W, en u—>r w + W 2’ na te gaan; immers deze transfor-
maties beantwoorden in het inhamogerne gebied aen z 3 2 + 1 resp, 29 2 +7T
Door een eenvoudige berekening volgt uit (1,2,.13) en (3.2.13)
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75t =)

voor J = 1,2, waarbij 2 bepaald is door
(3.3.2) MWy = P owq = 27C 4,

Evenals de thetafuncties is 6 (u) dus "quasidubbelperiodiek",
of, volgena de terminologie van Hermite, een elliptische functie van de
derde soort.

Ofschoon Legendre onder "fonctions elliptiques” de integralen ver-
stond en niet wat tegenwoordig elliptische functies worden genoemd, stact
(3.3.2) bekend als de betrekking ven Legendre; (3.3.2) is nl. aequivalent
met de relatie
(3.3.3)  KE' + K'E - KK' = &

(3.3.1) 6(u+m,) 2 —9

uit de "Traité des fonctions elliptiques" (1825-'28), Daarbij stellen K
en E complete integralen voor van de eerste resp., van de tweede soort:

5" ____as \/1 %242 at,
Vo (1-43(1-k2t2) 42
(@]

terwijl K' en E' de overeenkomstige complete integralen zijn van de com-
plementaire modulus k'(k2+k'2=1). Zoals later bewszen wordt, kunnen de
grootheden(Mj en ﬁj nl, in complete integralen van de eerste resp. van
de tweede soort worden uitgedrukt.

Iaat een derde paar grootheden (£U3,773) bepaald zijn door
(3.3.4) Wy W, +twy =0, My tNg 7y = 0.

Uit (3.3,1), (3.3.2) volgt dan direct
N;(u+ ) ,
D3t =2 & (u),

zodat (3.3.1)_algemeen geldt voor j = 1,2,3, Evenzo kan de betrekking
van Legendre worden uitgebreid tot

M0 7 541

(’*‘j’ w j+1

6"(u+cu ) = - €

(3.3.5) } }=2wi (3 =1,2,3)

als de indices zo nodig modulo 3 worden gereduceerd. Er kunnen dus geen
twee grootheden ’ﬁ tegelijk nul zijn. Wel is het in bijzondere gevallen
mogelijk, dat <én grootheid ’}j verdwijnt, Zoals later zal worden bewe-
zen, heeft men nl,

e 2 © n gof
‘ ¥ - - ‘
(4.6.7) o =3 (1 -2 ;—_—32—11 )

waarbij
q=e FiT‘.

Indien T zuiver imaginair wordt gekozen is 0< q < 1, en men kan g
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toderc waarde tussen O en 1 laten aannemen. Is g nu voldocnde klein, dan
“s het rechter 1id van (4.6,7) positiuvf: is 1-q voldocnde klcein, dan
ordt dit 1id negatief. Ir is dus ecn waarde g waarvoor MWy = 0,

dus waervoor 1, = O. Volguns (3.3.1) is ¢ (u) dan enkclvoudig periodiek.
De algemene formule (3.3.5) geldt, blijkens de afluiding, zodra W, : w,
in het bovenste halfvlak ligt.

D¢ invoering van ecvn derde periode w5 is allerminst andlytische
"Spielerei”. Zoals wc¢ldra zal blijken beantwoordt cen drictal Pdricder
san een zeer wezenlijke trek van de theorie: Misschien is het daarom
goed hier op de vroegere beschouwingen over het periodenparallelogram
terug te komen en deze enigszins uit te breiden.

In vecl gevallen zijn de drie perioden coj formeel gelijkwaardig;
dit was b.v. in (3.3.1), (3.3.4) en (3.3.5) het gevals deze betrekkingen
voranderden niet als hetzij de grootheden W., hetzij de grootheden ij
en de grootheden "4 cyclisch werden verwisseld. Brengt men een homogen:z
functie, zoals p ,7 of 6, die o.ms van twee onafhankelijke "perioden”
ouj,qu afhangt, in de inhomogene gedaante, dan tre:dt noodzakelijk een
periodenquotiént OJj $ u)k als nieuwe veranderlijke op. Ecn eerste
vraag is dus hoec de 6 thaens beschikbare periodenquotiénten van elkaar
afhangen. Volgens (3.1.2), (3.3.4) is

W (oY) w
—2 . 3 - L 1. 1

zodat ecn periodenquotiént door cyclische verwisseling van de indices
in hetzelfde (i.c. bovenste) halfvlak blijft. Ook hierin zijn de drie
perioden ogj dus formeel aequivalent. Men kan de vectmxnzzj van de oor-
sprong af uitzetten, en in positieve zin om de oorsprong lopen. De vol-
gorde, wacrin deze vectoren worden aangetroffen komt dan overeen met een
even permutatie van de indices 1,2,3. De reciproken van de quotiénten
(3.3.6), die in het onderste halfvlak liggen, zijn voor ons eigenlijk
niet van belang.

De negatieve quotiénten

aJ .
-—L (3 #£x)

Wk
zijn gelijk aan de 6 mogelijke waarden
1 1 d 1
(3'3’7) 'd’ 'a-’ 1 - d, d - 1, 1 - d, 1 - d

van de complexe dubbelverhouding (°U1~c02,vu 2—cu3,cu 3= Wy, O ). Hoewel

het hier eigenlijk niet ter zake doet, is het toch enigszins irritant.
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s N
(3.3.8) (J-1T %3‘" + 7“76"4 ;;i + m =0 (j=1,23),
«2arbij du “absolute invariant® J door (3.5.21) bepeald is. De 24 inte-
rralen die Kummer van een dergelijke diff. verg. gaf, verkrijgt men door
juist de onafhankelijke veranderlijke J , en niet W ., ean de 6 trans-
formaties te onderwerpen, die met de waarden (3.3.7) overeenkomen.
Overigens voldoen ook de grootheden n 4 aan een hypergeometrische
1iff. verg., die stork met (3.3.8) overeenkomt. In veel opzichten zijn de
srootheden ). gelijkwaardige partners van de perioden w:}. Zie (3.3.47,
{3.3.5) en de voorstelbaarheid door complete integralen.
Laat nu een elliptische functie f(u| w1,‘ua2) de onafhankelijke pe-
cioden (W1,w2) bezitten en laat de volgorde van deze perioden weer zo

0)2

(3.1.2) ImT = Im —= >0.
@y
Als dan de getallen a,... d geheel zijn en
$3.3.9) n=ad~"5b £0
z1ijn ook
t3.3.10) CL)." = awy + bwz, (_L)é =C ty + ﬁ(,)z

twee onafhankelijke perioden van f, en de functie
$3.3.11) glulwl, wj) = f(u\wvwz)

is weer elliptisch, nu met de perioden w/, w é. Voor n > 0O (waaraan bij

sen geschikte volgorde van %d%, wé ste-ds kan worden voldaan) geldt dan
“wo + 4T
:303~12) ! :w% S§,+br s Im -Ct>0,

rodat voor het nieuwe periodenquoti¥nt T ' van g dezelfde mormering geldt
~ls voor T . De transformatie (3.3.10) van de perioden (w1,co2) kan
symbolisch worden voorgesteld door

_ (a2, b
\3'3'13) T - (C: d)‘
Is

wiy=2a'wl +b'ws, Wi =clwl+ dlwy

een tweede transformatie T', dan is

w = (a'a + b’c)w1 + (a'® + b'd)wz,
wy = (cta + d'c)w1 + (c'b + d'd)wz,
of
. a'b'y,a b a'a + b'c, a'b + b'd
(3.3.14) T'T = (c'd")(c d) = (cra + d‘o: e'b + d‘d)’

zodat twee transformaties steeds en eenduidig componeerbaar zijn volgens

het schema van de matrixvermenigvuldiging. Deze compositie is associatief
maar in het algemeen niet commutatief. De identieke transformatie
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/ 1, 0

'\3»3‘15) E= (o: 1)

sedraagt zich als eenheidselement:
13.3.16) ET = TE = T.

De determinant n = ad - bc heet de graad van de transformatie
{3.3¢13). Is T van dc graad n en T' van de graad n', dan is T'T van de
sraad nn'. Een transformatie van de graad 1 heet unimodulair, zodat het
product van twee unimodulaire transformaties weer unimodulair is. Is

_ (8, b
= (c: d)
unimodulair, den bezit T een inverse transformatie
-1 _ d, -b
(3.3.17) T = (~c, a)
net de eigenschap
(3.3.18) r=1p = o3~ 2 g,

De unimodulaire transformaties vormen dus een groep, de z.g. modu-
laire groep. Aangezien de transformaties

1, n
(o0 D
unimodulair z/ jn, is de modulaire groep aftelbaar.

De transformaties van hogere graad bezitten geen inverse met gehele
~o8fficiénten, en vormen dus gesn groep.

Stel nu weer, dat het periodenpaar (w},wj) uit (w,,w,) ontstaat
ioor een transformatie van de graad n. Dan is het door (co;,uaé) beschre-
ven parallelogram n maal zo groot als het door (031,052) beschrevene.
JUnder de oneindig vele periodenparallelogrammen, die een elliptische
functie bezit, zijn er nu met een kleinste oppervlak. Zulke parallelo-
grammen, en ook de bijbehorende periodenparen, heten primitief.

Om het bestaan van primitieve periodenparen te bewijzen, gaan we
uit van een paar (511,f12) dat voldoet aan

(a) 2, # 0, \511\ minimaal;

(b) {)2 £ n.flq, n geheel;{f)z)minimaal.

Vroeger is bewezen, dat er een dergelijk fundamenteel paar bestaat,
en ook dat iedere periode w de gedaante n1!21 + nzflz bezit, waarbij n,
en n, geheel zijn. Een willekeurig periodenpaar (0J1,LU2) kan dus wor-
den voorgesteld door
(3.3.19) w, =8af2, +bl,, w,= c i, + af,,

waarbij a,...,d geheel zijn. Nu is het door (0i1,0d2) beschreven paral-
lelogram n = ad - bc maal zo groot als het door (f11,512) beschrevene,
m.a.w. dit laatste parallelogram is een kleincte. De fundamentele peri-
oden (511,522) vormen dus een vrimitief paar.
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Uit onge definities volgt, dat een primitief periodenpear door
2un unimodulaire transformatiz weer in een primitief paar overgaat; im-
wers de bescarerer rarallelogrammen véSr en na de transformatie zijn
zelijk. Omgekesrd kunnen twec primitieve periodenparen (ou1,cu2) en
iug;,u)é) steeds unimodulair in elkaar worden getransformeerd. Immers,
W, enw , kunnen door midé~l vem (3.3.19) in een fundementeel paar
afl1,122) worden uitgedrukt, on omdat (ry,,w,) een primitief paar is,
+8 deze transformatic unimodulair. Hetzelfde geldt voor de transforma-
tie die (111,322) in (uJ;,u)é) overvoert. De unimodulaire transforme-
“ies vormen echtcr een groep, m.2.w. het paar (cu1,032) kan unimodulair
in (cu;,ggé) worden getransformeerd. Hier volgt tevens uit, dat iedere
neriode homogeen lineair, en met gehele co&ffici&nten, in de perioden
ven een willekew:ig primitief paar kan worden uitgedrukt.

Als voorbecld zij (cu1,ogz) een primitief periodenpaar en

€ +w2+m 0.

1 37
Dan zijn ook (w,,w,) en (W,,w,) primitieve paren, immers
2'™3 3 1

(5, @,)

i

0, 1
S [CORT
13.3.20)

i

, ] - \

(603,0J1) ( 1: O)(Cu1,uJ2).

Door cyclische verwisseling van de indices blijft e:n primitief perioden-
paar (wj,ij) dus primitief.

In het bovenstaande was het essenti&l dat van een fundementeel
veriodenparallelogram gebruil kon worden gemaakt. Het begrip "fundamenteecl
varallelogram" heeft echter ook in ander opzicht betekenis, nl. voor het
vitvoeren van numerieke berekeningen.

Verschillende grootheden in de theorie der elliptische functies
kunnen worden ontwikkeld in reeksen waarvan de termen afhangen van
(3.3.21) Q=e"1T,
welke grootheid ook recds in de theterecksen optrad. Het kan dan van be-

lang zijn, b.v. in het geval van machtreeksen naar q, om het bedrag
-InT
fqgl = e
zo klein mogelijk, dus InT zo groot mogelijk te kiezen. Zij

- wy= Xy ipy (= 1,2),
gan is
(‘02 _ 0.)1&)2

= w 4 - \u.)1!2

en
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Im{( ot =i B ) p+18 L) ) LT L
1° ‘“"1‘2 .

2.3.22) ImT =

o

“‘egens Im T > 0 is de deterrinant in de teller van het rechter 1lid
sositief. Omdat ceze determinant gelijk is aan het oppervlak O van het
Loor (LU1,0)2) beschraven parallelogran kan dan voor (3.3.22) worden ge-
Icrreven 0
1 2.3.2 In T = ~=—mme,

2.3.23) m ;CH;FT

Schematisch gesproken zijn er nu twce wegen om ImT zo groot mo-
selijk te maken. Ten eerste kan men;cv1}constant laten en het oppervlak
7 vergroten, wat door ecn transformatie van hogere graad kan worden be-—
ccikt. Dit verklaart de betckenis van de transformatietheorie voor numer-
.vke docleinden. De oudst bekende transformatie, - van Landen (1775) -,
liende inderdaad voor de berckning ven elliptische integralen; ze komt
rvereen met cen transformatic van de tweedc graad volgens de hier ge—
rruikte terminologie.

Het kan echter zijn, dat men de berekeningen, die aan een trans-
Jormatie verbonden zijn, wil vermijden. Een tweecde weg is dan O constant
ce houden en}cu1lminimaa1 te maken. Aan de e.rste eis wordt voldaan door
=~lleen primitieve periodenparen toe te laten; aan de tweede door (QJ1,W )
melijk te nemen aan de hierboven gedefinieerde perioden (I11,fl2) van een
vndamenteel paar. Tegelijkx kan dan zo een ondergrens voor Im7 , en daar-
iee een bovengrens voor (g} worden verkregen.

Immers, zij « de hoek tussen de in de oorsprong aangrijpende vec-—
Foren 231 en 532; dan is
i 0 :l(ﬂ1uJ2‘ sin «

s volgens (3.3.23)
Wol .
Im T = 155:\s1n.d .
Omdat (031,Lu2) een fundamenteel paar is, heeft men
(a) w, £ 0, | w 4| minimaal,

(p) « # nw,, {w,|mininaal,

dus
w
222+
Aol
en
{3:3.24) ImT > sinol

In de driehoek, die ontstaat door een punt achtereenvolgens de

e —>
vectoren Wy, Wy 331 en - W, te laten beschrijven, is o de hoek tegen-

- —
over de zijde W,— w .. legens|W,- ou1§2‘u;2}isau een grootste hoek van
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™~
leze driehoek, dus o« 2 -3 Voor het geval « niet stomp is, geldt dan
3,3.25) sino > % V3.
Is « daarentegen stomp, dan is ™ - x een hoek van de driehoek, die

L3

-3 -
mtstaat door ecn punt achtereenvolgens de vectoren uﬁ, DJE en E33 te

~2ten beschrijven; T -« ligt dan tegenover de zijde Ej}. Wegens
V»3}24c02\is nu I -o een grootste hoek, dus

5 <a < &5,
zodat (3.3.25) ook in dit geval geldt. Uit (3.3.24) en (3.3.25) volgt dan
3.3.26) Imt > 4 V3
“f
3.3.27) la)< exp (- = \/3) = 0,0658 ...,

-odat opklimmende machten van g snel tot nul naderen in absolute waarde.

Afwijkend van de hierboven gegeven definitie kan een fundamenteel
veriodentripel (cu1,032,ug3) z6 worden gekozen, dat

(a) W, # O,Xﬁu?\minimaal,

w
(p) W, £ nw, ( n geheel), W+t g = 0, arg ::iil z.%? (3=1,2,37,

(c) ten minste één der grootheden k»é,\633\minimaa1.

Zoals direct kan worden ingezien is het bij ieder rooster mogelijk

. . - - > —
2en dergelijke tripel aan te geven. De driehoek met zijden cu1, w 2,LU 3

is dan scherphoekig. Aan de eis dat ku2}minimaal is, als W 5 £ nev,,

zan echter niet steeds worden voldaan. Voor bepaalde vragen heeft een
dergelijk fundamenteel tripel echter voordelen (vgl. Jordan, Cours d'Ana-
lyse II p. 421).

Laten cv,, @, en f door de transformaties (3.3.10) en (3.3.11) in
LQ%,(A)% en g worden overgevoerd. Als f de orde m heeft, heeft g de orde
mns het door (Q);,ogé) beschreven parallelogram is immers n maal het door
{co 1w ,) beschrevene. Hier wordt het ordebegrip dus niet per se op een
primitief periodenpaar betrokken, en het verdient ook geen aanbeveling
dit te doen. Deed men dit nl. toch, dan zouden in verschillende stellin-
gen uitzonderingsgevallen moeten worden opgenomen. B.v. zou de orde van
het product van twee elliptische functies f1(u\oJ1,c02) en fz(u\001,u>2)
wel in het algemeen, maar niet steeds gelijk zijn aan de som der orden
van £, en f,. Als b.v. (001,992) een primitief periodenpaar was van een
functie £ van de orde n, zou

g(u) = £(u) flu + b )
= -

W
eveneens 8e orde n (en niet de orde 2n) bezittan, omdat (wﬁl,co 2) een
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primitief periodenpaar van g gou zijn.

De orde van ecn elliptische functie is dus invariant voor unimodu-
laire transformaties van het periodcnpaar.

Door een unimodulaire transformatie (3.3.10) gact de verzameling
der roosterpunten

W= nWw., o+ nyw,, (n1n2) £ (0,0),
in zichzelf over. TWegens (3.1.3), (3.1.5), «..,(3.1.7) heeft men dus
6 (ujw j,w )
3 (wjw, wi)
& (U.%(—d %ywé)
(p’(u;w;,wé)

i

s (u)wq,w,),
2 (u{cut,cuz),
g (ulwy,wp),
cp‘(u{wwwz).

[t}

{3.3.28)

[

i

Herenkan een toepassing worden gemsakt bij het onderzoek van de
parameters /E Volgens (3.2.1) is

(u+ =)
6—(11 + w»]f w1vw2) = -8 71 e 5‘(u§w1,w2),
waarbij
(3.3.29) My = H(uu1,cu2)

sen homogene functie is van w, en w, van het gewicht -1, zoals hierbo-
ven is bewezen. Cyclische verwisseling van de perioden geeft

“2
6 (u+w, a},ugB) _ eH(ngquB)(u+ 5 )5“(u\u02,033).
Nu i de transformatie (cu1,uog)-+ (c02,uJ3) volgens (3.3.20) unimodulair;
uit (3.3.28) volgt dus w,

H(wziw:s)(u"’ ""‘é‘"‘)g (u)

als we de G —-functie weer stilzwijgend van de oude perioden (031,u32)
laten afhangen. Wegens (3.2.1) is dan
(3.3.30) Mo = Hw,,wy).

€(u+wz) = - e

Door cyclische verwisseling van de grootheden coj worden dus ook de
grootheden ” j cyclisch verwisseld.

Het is mogelijk de grootheden '73 op grond van deze eigenschap in
cen zeer eenvoudig geval, het z.g. aequianharmonische geval, te bereke-
nen. Hierbij is
(3.3.31) w, =1, W, =¢t, @, =¢
waarbij

(3.3.32) £ = exp(‘gggi) = :lu§;Lﬁ£§,
Wegens (3.3.29), (3.3.30) is dan

ny=H,E), 7, =HE, e,
en omdat H homogeen van het gewicht -1 is,

'?2 = 8-1 H(T,E ) = 827}1.
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Met behulp van de betrekking (3.3.2) .van Legendre levert dit

2
21T 2meE 277¢
(3.3.33) N =55 =3 3=

§ 4. De functies G en 6"3 van Welerstrass.
Naast de sigmafunctie, die door het kanonieke product (3.1.3) word:
voorgesteld, hecft Welerstrass dric "sigmafuncties met index" ingevoerd:

-—TL 6 (u~- f%i)
Gh(-—zi)

I’en zou desnoods deze functie kunnen ontberen en met het functie-
teken ¢ kunnen volstaan, evenals men desnoods de functic cos zou kunnen
miasmﬁf?}alleen de sinus gebruiken. Zowel in het ene als in het andere
geval rechtvaardigt én een kortere notatie én een verheldering van het
inzicht de invoering van functietekens, die van een formeel standpunt

(3.4.1) S“j(u) =6”j(u}w1,w2) = = 1,2,3).

bezien misschien overtolliz zijn.
Omdat & (u) geheel is, zijn ook de functies S“j(u) gehecl. Omdat
3 (ulw1 w ) homogeen is in zijn argumenten geldt dit ook voor iedere
j(ulw1,w2) In tegenstelling tot & is G, echter wven het gewicht
nul tengevolge van de nocmer G (71) in (3.4.1). Verder is

u
- :%L 6 (—u- -5-1) - 2‘ 6 (u+ -iugl)
= e e e
S b 5 (7
Door u in (3.3.1) te vervangen door u - ié.i verkrijgt men
w ' .
G (u+ —?f'i) = - er}ju & (u- %—1),

wat ingezet in (3.4.2) geeft
U
e o
(3-4-3) Gj(_u) = —e ‘—-"’-"‘;3"——- = Gj(u).
& (b
De sigmafuncties met index zijn dus even. Uit (3.4.1) volgt nog
(3.4.4) 6‘3(0) =
Analoog aan (3.3.1) heceft mende transformatieformules

(3.4.2) Vé7j(—u) = =g

b (ur —sE)
(3:425)  Sysmy) = () F T T o) (k= 1,2,3)
waarbi] gjk het symbcol van Kronecker voorstelt:
‘ {1 voor ;j
jk 0 voor j :

Aengezien G (u) de punten w = n1 4 + DoWw, van het rooster (w)
als (enkelvoudige nulpunten bezit, heeft & (u) voor een bepaalde waar—
de van j, de enkelvoudige nulpunten . -

D .
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Deze vormen evn nieuw rooster, dat kortheidshalve door (w,) zal worden
voorgesteld. Het rooster (w,) cntstaat door (w) aan een translatie

te onderwerpen, en is dus met (w) congruent. Ieder punt van (wj) ligt
halverwege twes roosternunten van (w), zonder dat (w) en (w,) punten ge-
meen hebben. Door de tweedimensionaliteit van (w) zijn er drie roosters
(wj) met deze eigenschap. Het is vooral dit ecnvoudige meetkundige feit,
dat de invoering van drie perioden @y, w , en t03 rechtva.rdigt.

In het ééndimensionale analogon is er slechts &¢én rooster dat de
intervallen tussen de opecnvolgende punten van het rooster (nw ) hal-
vesrt. Dit maakt dat aan de oneven functie sin z, met de nulpunten
nm , slechts één even functie cos z beantwoordt, waarvan de nulpunten
mct het "halverende' rooster samenvallen. In ons tweedimensionale ge-
val beantwoordt de¢ oneven functie o (u) aan het fundamentele rooster (w),

‘maer er zijn nu drie halverende roosters (wj), die met de drie even func-

ties & .(u) corresponderen. Het volgende schema geeft hiervan rekenschap,

Aantal dimensies: 1 2
Oncven functies: gin z G (u)
Even functies: cos 2 Ga(u) (i=1,2,3)

Omdat 6 (u) ten hoégate ven de orde 2 is, geldt dit wegens
(3.4.1) ook woor de functie (u) 65 is dus ten hoogste van het ge-
slacht 2. Omgekecrd vormen de nulpunten van 6, een twecdimensionasal
rooster, zodat het geslacht van GFJ ten minste 2 is. De sigmafuncties
met index hebben dus het geslacht 2.

Tegens (1.2.12), (3.2.13) correspondeert met iedere C“j een ijl
op zodanige wijze, dat de nulpunten van elk functiepaar homothetische
roosters vormen. Deze correspondentie kan als volgt worden voorgesueld:
(3.4.6) ¢ Oneven functics: 3’11fv &

*e {_Even functies: J ON@".’, 3'01 ~ G oy J'OON 63.

Tot op zekere hoogte maakt dit schema duidelijk waarom er vier
thetafuncties zijn. Wil men één bepaalde theta uit het viertal onder-
scheiden, dan is het redelijk hiervoor 1}11 te nemen. Jacobi koos 5*01
als fundamentele theta (waarom?) en in dit opzicht werd zijn notatie
gevolgd door Veierstrass, Halphen, Briot en Bouquet c.a. Jordan indi-
ceerde de theta's als de corresponderende sigmafuncties:

Tip=1% Fo= T4 Jor =2 Foo =3

wat evencens een logische notatie geeft.

Het verband tussen de indices in (3.4.6) kan voor de even func~
ties worden weergegeven door
(3.4.7) Fypa~ 6y, b=k +203).
[Vgl. (4.2.2), waar dezelfdc betrekking enigszins anders wordt gafoxmuw §ik
lecrd J Overigens kan de wiskundige wasrde van (3.4.7) worden betwijfele
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De exacte betrekkingen tussen de sigmafuncties met index en de evenr
theta's volgen direct uit (1.2.12), (3.2.13), 3,3,2) en (3.3.4):

2
) i MW 14
7 40(2) -1 ., Wq, =TT T TE " Tw
[ 107 = @76 (e '),

7 2% '71
(3.4.8) < 30’(2).7 “1e (22 T TE T “’316(u)

300(3) 1,9 ‘%_'qw "gﬁ‘z‘
- q w
\Wh =Wy 6 (—?)e T 6.

Deze formules zijn niet geheel symmetrisch, blijkbaar omdat de
theta's behalve van z ook nog afhangen van =, wat het periodenpaar
(0J1,0J2) in een uitzonderlijke positie plaatst. Nu is reeds bewezen,
dat de grootheden ?)j tegelijk met de grootheden w . cyclisch worden
verwisseld. Dit toegepast op (3.2.13) en (3.4.8) levert een twaalftal
formules, die weer tot een tweetal kunnen worden samengevat, nl. één
betrekking voor de even ecn één voor de oneven functiest

& ~ 1Y

= Q) e
511001%y) j 5
(3.4.9) I : ) g
, T, 1025075 » ST | .
ST T T ey e T @ (3= 1,2,3).

Hier moeten de indices van de 6 -functies zo nodig modulo 3 wor-
len gereduceerd; h is door (3.4.7) bepaald, en verder werd geschreven

[V
(3.4—-10) Zj = %3, ‘CJ = “"‘(:)l?j' (j = 192,3‘)1

N STt Jie. &
(3.4—.11) Ga(u) = 5(*(:;'1) e S\J(u) =~32 (u .71)6’(\1— "—‘l) (j 1 2 3)

(3.4.12) €0 =-1, Eqq = =1,

01 Coo=¢" -

Afgezien van de numerieke factoren § Kl is de symmetrie in deze be-
trekkingen bevredigend.

De functies <?§(u) die hier op ongedwongen wijze vnor de dag komﬁn
verschillen van de functies G .(u) alleen door een andere normerings:
i.p.v. (3.4.4) heeft men »

(3.4.13) U, = 6;(0) =e
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Evenals de functies 5;}(“) zijn ze geheel, even, en homogeen in de arg:.-
menten, maar nu van het gewioht 1, 2odat ze gich in dit opzicht geheel
als G (u) gedragen. De transformatieformules waarbij het argument met
een gehele periode wordt vermeerderd, zijn natuurlijk dezelfde als welle
voor Gj(u) gelden [zie (3.4, 5)},‘ Wordt het argument echter met een hal-
ve periode vermeerderd, dan verkrijgt men eenvoudiger betrekkingen dan
bij de functies G'j het geval ist

o . , .
O+ o) = ng(u ' Ti)rrm,

b g, ety
(3.4:14){ 63 (u + —4) = e T e;d3 T 612 (W),
» ( ""j"")
57w + 2e2) e alie CR 67w

Stelling. Iedere elliptische functie f(u }L%,w ) kan door een quo—
tiént van twee sigmaproducten worden voorgesteld.

Bewijs. Laat f van de orde n zijn (dus n= 2, zoals vroeger werd
bewezen), en laat f in het door (81,532) beschreven parallelogram de
nulpunten a1, orese,B, €N de nolen b bz,...,b bezitten (meervoudige
meervoudig geteld}. Dan is (vgl. T.P. 9)

(3.4.15) 5 8y -.-¢.. by (0 ,).

Men kan dus 66k een stel nulpunten Aqs 0(2,...,« n &8 polen
fW""’Fn kiezen zé dat
(3.4.16) %“k‘ ?pk

Dan heeft de meromorphe functie

n G(u-d,)
SR C

dezelfde nulpunten en polen als f(u), met dezelfde multipliciteiten.
Bovendien is g(u) elliptisch, 3‘.)11511&1‘}-{533l wegens (3.4.16) is

1Y)
n ¢(u+w .-uk) exp }‘}:—1 ) .(u-c(kab —-2-1) n C(u-°§[)
=T T f STa-5J =
glu+wy) . TG(qu BT T w3, l}; TTa= g(u)

> 7, (u-P
.
P

voor j = 1,2. Volgens de eerste stelling van Liouville is het quotié&nt
van T en g dus een constante, g.e.d..

Omgekeerd volgt uit dit bewijs de existentie van elliptische func~
ties voor iedere orde n 2 2, zelfs met willekeurig voorgéeschreven nul-
punten en polen, voor zo ver deze aan de betrekking (3.4.,15) voldoen.
Blj gegeven orde n kan men dus 2n-1 polen en nulpunten willekeurig kie-



zen (meervoudige meervoudig geteld).
In de verkregen ontuikkeling

n G (u-x.)
(3.4.17)  f£(u) = ¢ ] == -
k=1 § (U= )7

waarbij c een constante is, is de elliptische functie f door een quo-
tiént van twee gehele functies voorgesteld. Dergelijke voorstellingen
komen al bij Gauss en Jacobi voor; Jacobi definieerde de elliptische
functies eerst als omkeerfuncties van elliptische integralen, later als
quotiénten van thetafuncties. Uit (3.4.9) en (3.4.17) ken énmiddellijk
een dergelijke voorstelling van f als thetaquoti&nt worden verkregen.

§ 5. De functies 7 en % .
Uit (3.1.4) en (3.3.1) wordt onmiddellijk de transformatieformule
van de zetafunctie verkregen:

(3.5.1) g (urcwy) = 2 () +7,. (3 =1,2,3).
Omdat ? (u) oneven is, volgt hieruit voor u = - :
(3.5.2) M, =27 (5D (3 =1,2,3).

Wegens (3.1.5) ig dus

2 2 @

‘ - , )
M1 =24 5 (= =) = *2 \{ ” * * 2]
e N T (n1w1+n2u32)

L]

Splitst men deze absoluut convergente reeks volgens het schema

®

5= Zo + _5;;,0 >
n,= n,20 n, =-
n2i£0 2 1

1
dar c~eeft dit
48] 3

-—&-—-+ 1im Z_ - 4 + 2 + ! T+
T = ®1  N-o O<in\<N (2n =)y nywy (n1w1)2,}

+ lim 3}: 5-— 4 + 2 + =1 )K =
N 0<)ny< ot (2ng=Tho g, 7 e inw, (ngo 0 X

2 1 1772 2
( oqoo) w0 ®

: S 1
o2 ~ 4 lim L P « +
n ?0 74 N- mﬂqng\ﬁﬁ n,=-® ﬁn1-1)w 1% »

© oy
(n1w1 o, )e:

+ 1lim 2
N-2® O¢|n,|<N n,=-®

of, omdat de tweede som in het laatste 1id verdwi jnt,

foo}
/ 1
lim 2 2 f
1 N““’Wg}‘*“ nix—:@ (n ~l-né""2)j2 ’

(3.5.3) 7}1 = W

waarmee een expliciete voorstelling van " 4 is verkregen. i
Voor de juistheid van (3.5.3) is het nodig, - er moge nog eens |
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worden herinnerd -, dat
Wy
“q

Het is ongecorloofd de volgorde van de sommaties in (3.5.3) te ver-

wisselen; deed men dit toch dan zou een andere uitkomst worden verkre-

gen. Dit kan als volgt worden ingezien: de grootheden 7); worden tege-

lijk met de grootheden cy cyclisch verwisseld, zodat volgens (3:5.3)
W

-523 n 2. > ! =
2 N2 @|n <N n,=-c0 (n2 o+ 4 3)

o}
{
(3.5.4) = lim - > 1 -
K=o jnje ¥ np==w {ngw + (4= np)e,}
o3
i
= 1lim |n ;<N n,=- 1 5
N-> o (n1w1+né»2)
Uit de betrek'ting van Legendre volgt echter
1} ly) 2
PR
1 2

Zij (w%,wé) een primitief periodenpaar, dat uit (wwwz) ontstaat
door de transformatie

(3.3.10) Wi = aw, + bw,, w) = cw, + dw, (ad = be = 1),

1
en waaraan de constanten (?H,“r}é) beantwoorden. Volgens (3.5.1) is dan

(3s5v5) 2 (u+wa ‘Cﬂ' 2) = Z(U. (.013502) +")3 (j = 1’21'3)'
teiwijl volgens (3.3.28) voor unimodulaire transformatiess
2 (ulw?‘,wé) = 4 (u{w.‘,we).
Voor (3.5. 5) kan dan worden geschreven
(3.5.6) Z(u+aw1+bw2) = g(u) +nd, Z(u+cw1+dw2) =Z(u) +7 5

Door inductie naar n, en n, volgt uit (3.5.1)

1

(3.5.7) Z(u+n1m1+n2m2) = Z(u) + 0y + Doy,
zodat wegens (3.5.6)

(3.5.8) ')H =ay, + b\)z, %5 =0y + 2%,

Bij unimodulaire transformaties worden de grootheden ("} 1.‘*72) dus
cogrediént aen (w 1,wa) getransformeerd. liet een bijzonder geval van an
unimeodulaire transformatie hebben wij reeds kennis gemaakt, nl. met de
cyclische verwisseling. De stelling dat de grootheden (?73) tegelijk met
de grootheden (co j) cmliseh worden verwisseld, is een bijzonder gava.l o
van de nu bewezen stelling. g

Uit het feit dat de paren (w,,w ) en ("‘Hv"}z) mmqmlair @avamam@
ziin. volgt onmiddelliik dat de M:Mn d@iffer:tiaalvroces L
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3 2 p >
(3.5,.9) D=~ 2('7.! m-%-’?Q m;)’ D*“—z(w1w;+w2 Y"—)—;)

voor unimodulaire transformaties invariant zijn. Deze processen zijn
niet onafhankelijk ven ellkaar. Gaat men van e onafhankelijke variabe-
len (e, ) over op (% 1,*32) dan heeft men

PR
]}721

d
Mf)=1%}ﬂgi%+-M7y

en volgens Th.F. 4,11;
S2
(3.5.10)  D(f) = 55 D" ().

Voor transformaties van hogere graad gal de operator D echter in het
algemeen niet invariant zijn.

Na al deze voorbereidingen is het onderzoek van de p-functie niet
moeilijk meer. Differentiatie van (3.5.1) levert, wegens (3.1.4),
(3.5.11) y(wuuﬂ = p (u) (3 = 1,2,3),
en omdat p meromorf is, is #:(U}CU1,Q)2) een elliptische functie met de
perioden (UJ%,odz). Eerst moeten we aantonen dat (661,u32) ook een pri-
mitief periodenpaar is, zowel van joals van gpot. Diﬁ*vnzgt echter di-
rect uit het feit dat zowel fp als ' in een door (tui,rv2) beschreven
parallelogram, wszens (3.1.6) en (3.1.7), slechts één pool (van hogere
orde) hebben, nl. u = O. Men kan het ook langs een min of meer getallen-
theoretische weg inzien, nl. met behulp van de volgende

Stelling. Als een elliptische functie f(u)w,,w,) de orde p besit,
waarbij p priem, dan is (601,Lo2) een primitief periodenpear.

Immers, de orde n van f in een kleiner parallelogram zou, volgens het
vroeger bewezene, een echte deler van p, dus gelijk 1 moeten zijn, wat
onmogelijk is.

Volgens (3.1.6) en (3.1.7) is de totale multipliciteit van de polen
van jo resp. 4 ' in een door (231,;?é) beschreven parallelogram 2 resp.
3, waaruit de bewering volgt. I:x een vrimitief periodenparallelogram
is &»dus van de orde 2, é:' van de orde 3.

Aangezien gp'(u) oneven is, heeft men

(3.5.12)  g'(d) =0 (§=1,2,3),

3 BN
en omdat 4 ' van de derde orde is, zijn de nulpunten -53 de enige nul-
vunten van &,‘ in het door (?31,ca2) beschreven parallelogram. Stel

(3.5013)  p(h =y (5 =1,2,3),

Wegens (3.5.12) wordt de waarde e, voor u = < ten minste tweemasl
door jp aangenomen; maar omdat p de orde 2 heeft wordt de waarde e ten
hoogste tweemaal, dus ook precies tweem2al aangenomen. De grootheden
e. moeten dus onderling verschillend zijn: ‘

(e5.18) ey he (34K
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Wegens (3.1.6) zijn de grootheden e homogene functies van,,w,
van het gewicht -2.

In (eindige of oneindige) grootheid o heet een volledig multipele
vaarde ven een functie f(u), als alle wortels van de vergelijking
f(u) = ~ multipel zijn. Door Nevanlinna (l.c. p. 102) is bewezen dat
een meromorfe functie f(u) ten hoogste 4 volledig multipele waarden be-
zit. Uit het bovenstaande volgt dat de jsufunotie precies 4 volledig
multipele waarden heeft, nl. (91, &y €3, @ ). De grens 4 van Nevanlin-
na kan dus niet door een kleinere worden vervangen.

Voor lu} < |w)geldt

2 3
1 1 2u u u
- = 5% 4+ + +oee
e S R A
dus, volgens (3.1.6),
' 2 3
¥ u? wowt W

of
p ) = 4%-+ 3u? Zi: -%f + 5u4;E;' 13 +oaee s
u w W
Deze reeks is absoluut convergent binnen de cirkel om de oorsprong,

die geat door het (c.g. een) dichtst bij de oorsprong gelegen rooster-
punt w £ O. De coéfficiénten zijn op een constante factor na de vroeger
ingevoerde modulaire vormen. Met behulp van de notatie (3.1.13) kan gc-
schreven worden ¢

- 2 4
(3.5.15) 5a(u) = Zg + 3Gou® + SG3u + TG+ ...
Differentiatie gecft

3+42Gu5+ e

by L 2
F (u) = - 5+ 6G2u + 20G 4

0
a 3
en een eenvoudige berekening levert

3”, 2(11) - 4303(11) + 50(}243(11) + 14063 = u2?2(u2),

waarbi j }3(u2) een machtreeks in u2 voorstelt. Het linkerlid van deze

betrekking is een elliptische functie die alleen de roosterpunten w tot
polen heeff. Uit de uitdrukking in het rechterlid blijkt evenwel dat

u = 0 een regulair punt is, m.a.w. de beschouwde elliptische functie

is overal holomorf, en dus identiek gelijk aan een constante. Dit levert
p 2@ - 4p3(a) + 606,p (w) + 14065 = O,

Stelt men ’
, , _ _ L ‘ _ '
(3.5.16) g, = 60G, = 60 Z;TI' gy = 140G = 140 z;;g,
dan is hiermee de differentiaalvergelijking

. 2 30.)
: ¥ = 1) - -
(3.5.17) P (u) 4p (w) - gy p (0) - gy

voor Qe fﬂ~func§ie verkregen. s
De grootheden g, en 83 heten de ;gv&riantgg'wmaﬁb; Omdat het ra&a#arwl



{w} voor unimodulaire transformaties invariant is, gijn 8 enig3 we-
gens (3,5.,16) unimodulair invariant. Verder is &> van het gewicht =4,
8y van het gewicht -6 in de peridden.

Voor u = —51 geat (3.5.17), wegens (3.5.12) en (3.5.13) over in

3 - =
i 4ej - gzej - g3 =0 (J = 1,293)3

zodat de onderling verschillende grootheden ej de wortels zijn van de
vergelijking

(3.5.18) 4(x-e ) (x-ey) (x-e3) = x> - g% ~ 8y = O-

‘%

. Men heeft dus ook . -
(3.5.19) e\ + e, + e, =0, ¢ e\ + ene, + €e,e, = = §2 e,e e, = 51.
AL 37 7 Cq%2 T Cef3 T B384 T =g ©4%%3 7
Volgens (3.5.14) moet de discriminant A van (3.5.18) van nul ver-
schillen: . .
~ — - 2 - 2 e Y2 _ 3 _ 2
(3.5.20) D= 16(e1 e2) (e2 e3) (e3 e1) = g5 - 27g3 £ 0.

De cigeriminant is dus een homogene functie van de perioden van het ge-
wicht -12, die invariant is voor unimodulaire transformaties.

Z21j tenslotte 3
(3.5.21) J= ol : Kl
A 13

Omdat zowel de teller als de noemer van het rechterlid unimodula}re
invarianten zijn, 1s dit ook met J het geval. Maar bovendien zljn deze
teller en noemer beide homogeen van het gewicht -12 in de perioden
(0$1,032), m.a.w. J is een unimodulaire invariant van het gewlcht nu},
.de zgn. absolute invariant. Bijgevolg 1s J een functie van T alléén,

"die voldoet aan
(3.5.22) I(')=3(T ) (o'= $522, ad-be=1).

AY
Twee punten (T, T') die door een unimodulaire transformatie (3.3.103
in elkaar overgaan heten aequivalent (Hurwitz 1904), Blijkbaar behoort
er bij leder punt - uit het bovenste halfvlak een aftelbare verzameling
{TTn} van met 7 aequivalente punten.
Een functie f(— ) heet een modulaire functie als:
(a) £ in het bovenste halfvlak eenduidig en op geisoleerde singulari-
teiten na ahalytisch is; ‘
(b) £ slechts eindig veel waarden aanneemt wanneer T een verzameling
{’C‘n} van aequivalente punten doorloopt.
J(T ) 1s dus een modulaire functie; zelfs kan J(tr ) tot op zekere
‘hoogte als de standaardvorm van de modulaire functies worden beschouwd,
zoals p(u) dit voor de elliptische functies is, '
Een homogene bivariabele functie F(co1,L02) heet een modulaire vorm
als: “ | ‘ ,
(a) F voor alle waardeparen (011,Q32), waarvoor Im T>0, op geisolegrq
de singularitelten na analytisch 1s; 4 :
(b) F voor unimodulaire transformaties van (co1,obé} slechts elndi
veel waarden aanneemt. t o ‘ s
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Het quotient van twee modulaire vormen van hetzelfde gewicht in w
en 2 is dus in leder geval een modulaire functie, als beide vormen
voor dezelfde transformaties invarient zijn. Zoals we zegen doet een der-
gelljk geval zich voor bij de modulaire vormen 523 en 4 ,

De volgende (belangrijke!) problemen zullen later worden behandeld:

(2) J(r) is een holomorfe functie van q voor 0<lqi< 1. Gevraagd
wordt de aard van de singulariteit van J voor q=0 aan te geven. (De sin.-
gulariteit is een pool van de eerste orde,)

(b) Bij ieder periodenpaar (Q)ﬂ,ba ) behoort een elliptische finctie
p(u a%, 2) met een tweetal invarianten 85,83 Gevraagd wordt of mge-
keerd voor ieder paar (ge,g ) (waarvoor A %0? een elliptische furctie

(u;cuq,co ) bestaat die dit paar tot invarianten heeft (het antwoord is
bevestigend).

1

Met het oog op de tabellering van :>(u) gaan we nog na in we.ke
gevallen / (u) re¥el is voor reéle waarden van u. Zij w een willekeu-
rige periode van J’ . Uit ‘

p (urw)= p(u)

volgt dan

p (ar@d)=p(u),
m.a,w. tegellijk met w moet de toegevoegd complexe grootheid (0 eveneens
een periode zijn. Dan zijn ook w + G en w-w perioden, ma.w. § bo-
zit zowel een re&le als een zuiver imaginaire periode.

Laten W 4 80 Wo de absoluut kleinste re#le resp. zulver imagl-
naire periode zijn van p (waarbij v.v, w 420, Im w,> 0). Feschouw de
door (cu1,53 ) beschreven rechthoek. De hoekpunten van deze rechthoek zijn
perioden; op de zijden lipgen volgens deze afspraak geen andere perioden.
Is ¢ een periode uit het inwendige ven de rechthoek, dsn moet W + W
een geheel veelvoud zijn van Wy en w - & een geheel veelvoud van Wos.
Blijkbaar is dit alleen mogelijk als un=%(cu1+a02). Er zijn dus twee
gevallen mogeli jk:

(2) het zgn, rechthoekige gevel; in het inwendige van de rechthoek
(“31:“32) ligt geen periode, en deze rechthoek vormt een primitief
periodenparallelogram;

(b) het zgn. rhombische geval; behalve w 4 en ), is ook W=
~%(a) +,) een periode; de door (ué W) beschreven ruit vormt een pri-
mitief periodenparallelogram.

Is omgekeerd aan de voorwaarde voldaan, dat tegelijk met een primi-
tief periodenpaar (a31,u3 ) ook (aa ,u) ) een perioden paar is (waarbl}
ulteraard de mogelikheid cw 2=cu1 niet 13 uitgesloten, zoals het rhomw
bische geval leert), dan zijn volgens (3.1.13) alle modulaire vormen G,
redel, en is dus ook % {u) wegens (3.5.15) regel,
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Volgens de laatste stelling van § 4 kan de functie $ (u)-i}o(v), die
voor eindige waarden van 5a(v), dus voor

v%O (mod w ,,w,),

beschouwd kan worden als een elliptische functie van u, worden voorge-
steld door een quotient van sigmafuncties. Deze functie heeft het punt
u=0 als dubbeltellende pool, terwijl de punten U, =v en us= -v nulpunten
zijn. Wegens u1+u2n0 heeft men dan de voorstelling

(3.5.23) P (w)-p (v)=C ﬁr(u+Y%5“(u-v)

| & (u)
waarbij C een van uomaflarkelijke grootheid is (vgl. het bewijs van de hiev
gebruikte stelling!). Ontwikkelt men beide leden van (3.5.23) naar opklim-
mende machten van u, en vergelijkt men de co¥fficienten van de termen die

u™2 bevatten, dan blijkt

1 1

Cﬂ =

s(v)s(-v) 6 2(v)

zodat
5 (u+v) S (u-v)
(3.5.2%) fo (u)-p(v)= - .
" A 4 52(u) §%(v)
Voor v= —gi volgt hieruit volgens (3.%.1), (3.%.2),(3.5.13):

&%)
b (u)-e = —f—r
¥ I 6%
en men kan de wortel uit deze uitdrukkingen zo normeren dat
(3.5.25) | (W)-e = ——r0 (J=1,2,3);

in het u-vlak is het linkerlid van (3.5,25) dan een eenwaardige functie.
Wegens (3.5.13),(3.5.17) heeft men

f‘Z(U)zu i(go(u)—e,]} .{ds(u)-eeg {da(u)-eBKK s
zodat uit (3.5.25) volgt
4 62w 6,200) §,%(w)

20 ,
g )

°f o b, Sl ) € (a)
S

Om het teken te bepalen worden beide leden weer in de cmgeving van
u=0 naar opklimmende machten van u ontwikkeld, en de coBfficienten van de
termen in w3 vergeleken., Rekening houdend met (3.%.4) blijkt dan
6.-1‘(“) €2(“) €3(u)

6 (u)

2

(3.5.26) F (u)= -2

of, wegens (3.5.25),

prim 2\ {pey (plaagy {ploy .
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Met behulp van de in (3.5.25) ingevoerde normering van de wortels le-
vert dit
£ (u)
(3.5.27) u-u = -3 as

. f(uo) \/(8—61)(8—62)(5*85;

zodat de inverse van de Jf-functie een elliptische integraal is van

de eerste soort met variabele bovengrens. Om het omgckesrde te kunnen he-
wijzen moet eerst aangetoond worden dat bij ieder invariantenpaar (52‘53}
een J?—functie behoort (zie probleem (b) hierboven),

2

Uit (3.5.28) ken het optellingstheoreme van de jo -functlie worden af-
geleid., Logarithmische differentiatie naar u levert

£ {u) = 3 (utv)+¢ (u-v)-27 (u}.
SETT

Verwisseling van u en v hierin geeft

d‘ (u;(uf,)(ﬂ 2 (u+v)-2 (u-v)-27 (v),

zodat ook

b LT =3 0= 2 ()3 (00,

Differentieert men opnieuw naar u dan wordt het optellingstheorema
in statu nascendi verkrngen:

%{ piw) el t(u)- e
#(w)- p(v) (4 (w)-4 (v)°

Om er een handiger gedaante aan te geven wordt eerst weer u met v
verwisseld:

;[ £ ), ) et (u)-e ()Y
F-p(v)  $p(-p ()] °

-plusv)+ p(u),

= = (usv)+ p(v}

zodat

(0.5.29 3 LRI L Lt AL o it 0

Nu volgt uit (3.5.17) door differentiatie:

PROEIROET I

zodat

ﬁll - 1"
s LS < (e e 0]

wat ingezet in (3.5.28) geeft

(3.5.29) g (usv)+ p(u)tp (V)= 7 :‘%3)):;{&1;) 2

Stelling. Een even elliptische functile f{u) kan rationasl worden ulti-
gedrukt in de - -functie §,(u) met dezelfde primitieve per ioden .

Bewi js. Beschouw eepst de nulpunten van f in het door (€uq,032} be~
schreven parallelogram, en hiervan weer eerst die nulpunten die van hele
of halve perioden verschillen. Is o een dergelijl: nulpunt, dan is ¢r cun
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ander dergelljk nulpunt 041 met de elgenschap

Men kan dege nulpunten dus in paren groeperen, en van elk psar één repre-
sentant nemen.

(&N
Vervolgens: 1s een nulpunt een halve periode, zeg ~§1 , dan ic

f{u+ %i)mf(-—u*' U._%l) s

zodat een ontwikkeling van f(u+ f%l) in een machtreel:s naar u met een 2ver
macht van u begint. E~n dergelijk nulpunt heeft dus een evem mul%iplicl-
teit.

Men kan dus de helft van alle nulpunten (& 4525500, %), die niet
aan een periode gelijk zijn, z4 kiezen dat de andere hclft congruent
(-ﬂ*1,-2‘2,...,-<xn)modulis perioden 1s (meervoudige nulpunten meervoudig
geteld!). Voor de polen geldt m.m, hetzelfde als voor de nulpunten; zij
({31,..ﬁ>m)een analoge helft van de polen (dat m=n blijkt sanstonds). Dan
is de functie

m
T {p)-p (2
n
T {2 (-4 ()
elliptisch. In het gehele door (231,232) beschreven primitleve perio-
denparallelogram, met ultzondering misschien ven die waarden van w. Jio
gelijk zijn aan een periode, d.w.z., met uitzondering misgachien van c.
waarden u=0, heeft F noch een pool, noch een nulpunt., Dit is echter al-
leen mogelijk als P een zonstante is (en m=n volgens Lioaville)., Dus is
4
f(u)zC'(Z}T AN
1 op()-p () !
Stelling. Iedere e¢lllptische functie f(u) kan retionaal worden uitze-
drukt in de functies @en ' met dezelfde perioden.
Bewljs. Men kan f{u) splitsen in een even en een oneven funchie £4
resp. f2. Dan is

F(u)=r(u)

fo(u)/p ' (u)

even; volgens de vorige stelling i1s dus

2{u)=Ry {p (W + o (WR{ o ()}

waarblj Rq en R2 raticonale functies zijn,

De functie 5o(mu), waarblij m geheel rationasl, lLeelt 'n el peval do
perioden w, en Wy, en is bovendien even; men kan dus > (muY retionsel
in &,(uf ultdrukken. De expliciete formules kunnen b,v, met behulp van
het optellingsthecoreme worden gevonden,

Zijn er nog andere multiplicatoren m, waarbi] Ja(mn} rationrsl van

{u) afhangt? Deze vraag is door Abel ("Recherches sur les fenctions
elliptiques" 1827) bevestigend beantwoord; m moet den tot een quadratiseh
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imaginair getallenlichaam behoren. Een voorbeeld van deze complexe verme-

nigvuldiging, aan een practisch probleem ontleend, zal nog in het koot
behandeld.

VAR
(3.5.30) @, =1, w =F= :%EE, p (01,8 )=p (v),
zodat € een primitieve derde eenheidswortel is:
(3.5.31) € =1, e% 4120 .
De homogeniteit van de j -functie levert
(3.5.32) r (€ u,s,i,g)m 8-2& (ul1,¢ )= é&(u).
Daarnaast heeft men '
(3.5.33) pleule, e%)=p (Eule,-1-c )=pleujr,e)=p(cu),

omdat de &# -functie invariant is voor unimodulaire transformatie van de
perioden. Uit (3.5.32) en (3.5.33) volgt dan

(3.5.34) pew)=¢p (u)
waaruilt blijkt dat ¢ een complexe multiplicetor is,

Er moge nog even nader op dit zgn. aequianharmonische geval van de
i:-functie worden ingegaan., Stelt men

(3.5.35) 9(15 _2:%-5_ £} ’7(2” 2%2'&

dan is

X +d 520 (mod  (1,¢ )

zodat uit het even karakter van f (u) volgt

(3.5.36) ploy)=g(%,).
Verder is wegens (3,5.30), (3.5.35),
Ex 42 X, mod (1,8 )
dus ook

FlERD=p( %)
en volgens (3.5.34)
£ p(R )=f (%)
zodat
(3.5.37) p (o 4)=p (X 5)=0.

In het door {(1,& ) beschreven parallelogram heeft £ (u) dus de en-
kelvoudige nulpunten 0(1 en X 4. Wegens

is ook de toegevoegd gomplexe waarde £ een periode van P - Volgens het
vroeger bewezene is dus é’(“) re&el voor re¥le u; in het bljzonder zijn
g, en gB dusg redel,
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Differentiatie van (3.5.34) geeft
(3.5.38) pleu)s p'(u).

Met bechulp van de differentiaalvergelijking van de je -functie ver-
krijgt men dan

prow=tp I (w)-gyp (W)-gy = 4 p2(Ew)-goy (€ w85
waarult wegens (3.5.34) volgt

(3.5.39) 8,0 .
De differentisalvergelijking wordt dus
120) 3
(3.5.40) PERCIEPEICIE N

Voor u positief en voldoende klein is 4 (u) wegens {3.5.15) positief;
omdat f (u) op de rand van het door (1,£ ) beschreven parallelogram geen
nulpunten heeft, is f;(u) in het gehele interval O<u< 1 dus positief.
Aan de andere kant is volgens (3.5.12)

p1(3)=0,
zodat wegens (3.5.40)
3 &5
(3.5.41) e (2)= ¢ .
Bi jgevolg moet 33 positief zijn:
(3.5.42) g3>0 .

Tenslotte zoeken we nog een uiltdrukking voor &:(%). Uit het even
karakter van &s, resp. het oneven karakter van §~‘wﬂgt allerecerst

(3.5.43) N N T
Het optellingstheorema (3.5.29) levert

(3.5.88) p(De p (RE)e p (125 y'(%)—;‘(gf—)% 2
+
P g G5+ f {H%)*HQ—}) ‘
Volgens (3.5.3%), (3.5.37), (3.5.38) en (3.5.43) heeft men

P20, ((B)=e p(B)= (P L g (B=p (B)= - 413,
wat ingezet in (3.5.4%4) geeft

(3‘) 2
1w e) ()= )g .
(e p@-{5 Pyl
Substitutie van (3.5.40) geeft dan
(3.5.45) 0 2(P=e;5 -
Uit (3.5.41) en (3.5.45) volgt nog
P 2= 4203

of
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3
(3.5.16) /- % .
P2
3
Het 1s dus mogelijk de algebraische grootheid \Jfg.ta berekenen, als
men een tabel van de § -lunctie voor het aequianharmonische geval ter

beschikking heeft (en deze tabel bestaat). Niemand zal er over denken de
wortels van de algebralsche vergelijking

x3¢4m 0

te gaan berekenen met behulp van elliptische functies. Het is echter
duidelijk dat bij ingewikkelder vergelijkingen de theorie van de ellip-
tische functies van grote waatde kan zijn.

Opmerkingen en verbeteringen.

p. 14, al. 2: Zie R.Nevaulinna, Le théoreme de Picard-Borel et la théorie
des fonctions méromorphes (1929).

p. 14, al. 6: Het is jul:ter de definities van de functies van eindige
en oneindige orde afzonderlijk te geven. Aan de voorwaar-
den (3.2.2) kan nl, niet steeds gelijktijdig worden vol-
daan (opmerking Prof. Korevaar).

p. 34: Omdat p(u) drie gelijkwaardige perioden agj heeft en
slechts twee nulpunten in een periodenparallelogram is het
niet mogelijk de ligging van deze nulpunten op eenvoudige
wijze aan te geven.
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Colloguium over theta-functies.

Voordracht door J. Berghuls

23 Januarl 1952,

1. Enige beginformules.

Mijn voorgangers hebben reeds enlge formules afgeleid, welke wi]
thans zullen gebruiken,

Uit ) valt af te leiden
- R Al "(uspd) 3.1,
A ey

Een kleine omzetting geeft dus

Wiy - QJ(u+ng d(u) b1,
dxuﬁrh ey =e dz(uﬁ?hdeﬁ?% . (%.1.2)

Stelt men nu gemakshalve

1
b
UJ”“E.B g ‘{(gj‘):

dan geldt

[otasgh- o [ptar- )] = o (+.1.2)
en in *t bijzonder J

- e —e )= B.1.4
(e1 ej)(ek eJ) E? | ( )
Stellen wé tenslotte in (4.1.1) u = 25 , dan vinden we
2,u 2
s = gt Uy 1 1
e, -e, = ex W 4( =7, Wap WY
k™€ p (wk)d'&‘(%_) W ‘{ - %Y ?kuﬁcl

De exponent 1is nu gelijk aan

il 2Dy uet (g +y) (Wy+4 ) -5 G M) = ey~ qjui{)a-— L] T fa
~waarui’s dus volgt: "

U
) i i
ey ~ €5 = exp 1~ [ k} } Sy
1 J i
Door cyclische verwisseling van de 1nd1ceu kan men 3 galijkﬂmamaism
petrekkingen afleiden en optelling dezer betrekkingen geeft dan de
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nieuwe:
b 4
Uy + UJ + Uﬁ =0 . (%.1.5)

Een andere ultdrukking voor de eJ is gemakkelijk uit
3 ey = ey - e +(aJ - ei)
af te leiden: "
1 Uy -

e, = Kl exp - Tk LU, (4.1.6)
1T e {- 1% =

2. Enlge relaties met theta-functies.

Het ziJj mlj nu vergund, nadat we zovele malen - op dit colloquium
theta-functies - in hoofdzaak de elliptische functies voorgeschoteld
kregen, weer eens als hoofdgerecht de theta-functies te mogen opdienen.

We voeren nog even wat symbolen in:

u W2 1€,
z:::’-:‘- ’{na-—- ,Qmev (4.2.1)
1
Reeds bewees mijn voorganger (zie no.( )} het verband tussen de

sigma~ en de theta-functies:

2
ou)=w éZ}QEl exp (21*;3~E~ )s
1 ’311(0) . (5.2.2)

fjc (z) 1 w1 z
0 (u)= mexp( ) .

Hierin betekent c¢j de binaire representatie van het complement van j
t.o.v. 3,

Uit de eerste gelijkheld van (4.2.2) vinden wij door te ontwikkelen
naar z de relatie

ait} (5) v
) n-"g, . (h.2.3
721 1 3‘?;]11(’07‘ ( )

Het 1s nu eenvoudig om de elliptische functies om te zetten in uit-
drukkingen, welke thetafuncties bevatten en zo is volledigheidshalve

. 0 s3] wr
Plu)= (;}f[ " ~M§%}S"&m ] | (.2.5)




(4.2.6)

en ' 2
J(0) ] ()
g o+ [ Pty |

1
Weer passen wi] reeksontwikkeling naar z toe en waar wij weten, dat

ﬂ(z) een oneven - , de andere theta-functies even functies van z zijn,
kunnen we schrijven

T (2) ,‘3 (o)

_.hrr o WA
3‘ 1(0)
ey (?) (o)
=1 3’1(7
303(0) T cJ

Wegens het felt, dat de reeksontwikkeling voor kleine z van (?a(u)
geen constante kan bevatten,is nu

) Jlo) Sf (0)]
ey = (o )[ 311(0) ol (4.2.7)

Weer geeft de cyclische verwlisseling van de indices 2 nieuwe be~
trekkingen en de optelling van deze geeft tenslotte

Jufe) & JTgylo)
- BJT_T 5.2.8
90 Jg o o2

3. De differentisalvergelljking.

Zoals U reeds Dbemerkt hebt tijdens de eerste lezing van dit collo-
quium, bestaan de theta-functies uit sommen over termen van de vorm

T = a exp Yﬂi(xg'ﬂ +2 A z)} .
Deze T voldoet san de volgende partiele differentiaalvergelijking:
2
} Y |
Y3 124
De theta-functies voldoen dus ook aan (4.3.1). Bovendien voldoen al

hun afgeleiden er aan, daar deze afgeleiden weer bestaan ult sommen
over termen van de vorm T.

(4.3.1)

L. Weer enige relaties.

De differentiaalvarge113king leert ons onmiddellijk

j_k(z) = ;T"g 3 ik (2)= l‘*Tfi P ,Cjk(z)

voor alle waarden van z, in het bijzonder dus voor z = 0.
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Deze betrekking, gecombineerd met (4.2.8), leidt tot een belangrijke
gelijkheid, want

a 40)

Tz 18 5151751015 o10)

of .
1 (0) = ¢ (0) Tgq(0)d4(0)

waarin de constante C (zowel voor z als-{ een constante) nog nader te
bepalen is.

Stellen wij dus in (1.2.5) tot en met (1.2.8) z gelijk aan nul en
q infinitesimaal klein, dan vinden wij voor C =771 en

A {0)= T 1), (035, (0) 75 (0). (5.4.1)
Uit de definitie van de Uy en (4.2.2.) volgt nu verder
2
) w
“"‘%%T)“ exp (- Mgl 4 2?3—&)
1
()
- o (5 [0y - 7599
Voor j = 1 volgt hieruit mede wegens 3}4%)»1710(0)) dat
310(0) o, 1
U, = ==, (%.4.3)
17 ,‘Jﬁ(o) T "Fool®R0110)
Evenzo
¢]
Y2 = 303( - %'}rl L OOl (4.4.2)
,‘3”(0) 10 00
en » i
Uy =, Jool0) xp (T) = - *% . (4.4.2)
" ‘ B
ﬁﬂ(o) 10477701
Deze gegevens ingezet in (4.1.5) geven gemakkelijk de identitelt
SR 0) 498, (0+F % (0) = 0. (4 4.3)
Enig gereken leldt tot de volgende resultaten:
3 ) 132 0+ T2 (0] (4.%.%)
e = - 3 @ [Wool0)+ d3o0)] » | (4.4.4)

e5 = 3 (07 [Ho0- 5] L (1.4.4)
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52 = 5 (D) [T50(0) +4 01(0) +T30(0)] (4.5.4)

terwljl de 53 = I e, e, 93 gemakkelijk door vermenigvuldiging uilt de
eerste 3 gelijkheden (4 4.4) af te leiden 1is,
Verder geldt nog

4 8
A= 28T T (o
(w?) N 11 ( ): (4.4.5)
raf 8 2
" Ljoa(e)ﬁm(o)* ?0(0)17
er J = o) B (4%.4.5)
m‘z )J
5. Enjige pro-memorie posten,
Op prag. 5 van de eerste syllabus staat aangegeven
¢(0)= ¢ T1 (1 - oMy, (4.5.1)

en verder

& - _
m%§z/i3= G(1) (enia_ e ﬂiz) iz; (1~q2n e2wiz)(1_q2n e 2ﬂiz)

=2
=2 1 G{T)sinTTz J;E' (1-2 q2n cos 21Tz+qnn). (4.5.2)
Hieruit leidt men direct de volgende af:
o2
;7;O(z/f)= 2 G{T)cos Tz ;ﬂ; (1 + 2 q2n cos 2Tz + q4n), (3.5.2)
7 o
, - T -
ﬂ?éﬁ(Z/f3= G(1r) «a J‘1 (1 -2 q2n T cos 21ra+ qhn 2) (4.5.2)
f o)
é}bo(szjz (1) ¢q 11— (1 +2 q -1 cos 21z + qhn'g)l (4.5.2)

Door z = O te stellen en gebrulk te maken van (%.4,1) vinden we dan
ult bovenstaande geli jkheden

v_x/ od
Tt - a2 - ) g l'ﬂ;K(qun)(wqenq)m—q?“"’)z2

Het product in het rechterlid van deze betrekking is 1identlelr ge-
1ijJk aan een., Dat wil zeggen

()= q%‘i& (1 - ¢*, ' (4.5.1)

want het minusteken is uitgesloten. Lim geeft nl., een contradictie

a-» 0
tussen de formules (1.2.5) en (4.5.2), wenneer wij het min-teken ge-
bruiken.
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Nu zijn de ﬁ“ -1(0) en de/ ;(0) uit te drukken in productontwikke-
lingen naar g en dus ook de eals , de gJ's de /A en de J.
Nu is het gemakkelijk te bewljzen, dat

o

- : 2n
f(u):iﬁ; ), Wz +Tcotg Tz + ¢ﬂ';;~ 9 sin 2Tz 40? (4.5.3)
en

1 n=1 1—2q2ncoseﬁz+q

2 o 2 L A dn
e ] o+ 2 3 D)

sin“1 z. n=1 (1-29“ cos2mrz+q
(4.5.4)

Ontwikkeling van (4.5.4) naar opklimmende machten van  levert nu,
waar wilij] weten, dat er geen term kan zljn onafhankeliljk van z

o9 2n
o = - e XN 9 {
1’2} (171 — 31/3‘ 87—{ éi",] m 35 ‘ \4.5o5)

E

de tweede pro-memorie post.
Nog geeft een ontwlkkeling voor de eifs een laatste relatie:

2 W 117
1 ;
Crfu uj §—§-19g<f(u + )* - logY? (u).exp(,qjtjj - O% | =
du J
= - _..2_‘32 1og((u) = ~ —-) ["2 1og /7 (Z)ﬂ |
du 1 cJ
dus <
e U2)= (_ﬁoel" 9,9, - g2 > qen'1(1+q&n'2)c032W2-2q4n”2] .
U 171 n=1. (1-2q2h"1cosevz+qun”2)2 J
Stellen we nu iﬁAdeze laatste formule u = 0, dan vinden we gemakke-
11k 2 & on-1
1. p 2 ad 1
oy = - (49 [ g, + 8T ] a (4.5.61
2 m) | S (T2 |

Op analcge wijze kan men afleiden

1 < 420 7 .
e, = (1) [ NS S Rl S (4.5.6
W , n=1 (1+q=")“ ] :
en o omet -
142 2 N e}
er = () { W, + 82 > (4.5.6)
T B S = (1+q2n~1)éj
Na toepassing van (4.§.5) vindt men weer uit (4.5.5):
o n 2=
o] . 7Y
AN 3 Z.-—- 'Q' 3_ Z_ gn_j]\g = 0. (4.,5.7j

n=1 (1~ q
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6. Fourierreeksen voor verscheldene functies.

54 (2/0)

We zullen begianen met de Fourierreeks voor af te leiden.
- Fo1(277)

De trancformatiefeﬂmulﬂs zijn ons welbekend ult de eerste lezing:

an .
9@’}(24“1"1“) nn.O*]‘(Z/z )

en
Jolerrry 1 e/

Fo (BT T garerEr T AT
Zij C nu de als volgt aangegeven weg: van - % langs de reele z-as
naar +, van daar nner 4 +7, evenwijdig asn de reele os naar - 4 +T
en terag naar - .

Uit bovenstaande vclgt onmiddellijk:

rot

!’J01(“/‘) 2nriz a %VjCH(?/%) ?nwkz dz 46

o e Z = (1"(1 m (" '1)
y 01

waarvlj n zeheel is '%

De integraal =man de linkerziljde van het gelljkteken is echter gelljk
aan 2T 1 naal het residu van de integrand in het nulpunt z =7/2 van

Foq(2/7).
Of:
i - %
j/ Vo1 (2/7] o2nmiz o _ 2wl on. indien n £ 0. (4.6.2)
2 A,O'l\zz T 1“q n ’ '

Is n = 0, dan i3 wegens het oneven karakter Vaﬂ:751{2ff)4?51(2/r)3

(jn {(z/1)
% 3-3# \27””?3’ dz =0

We kunnen dus de volgende Fourlerreeks opschrijven onder de voor-

[

n=~0 (4.6.3)

waarde, dat

K

ltm 2l < & |Im7|,
/GJ’;‘! (z/7) {L‘ n onwiz :

e = 2T — e , (4.6.3]
For (270 JEm, 1-q

waarbij het accent woer asngeeft, dat de term n = C nletl voorkomt in
de som,
Deze receks ls weer lets sleganter te schrijven:
(w/f*

[ -8
! n

.vf\igtf.l't/ 1-'(1 ]
(4.6, 4%
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Op eanaloge wlijze is weer af te leiden:
H
J50(2/7) o2 -
AR DY .(:Q,l.T sin 2nTz, (4.6.4)
r\«;oo(z/f) n-a’l ~-q~
H o oy -
n10(z/~) - gz; _1yR42n
v = Ttz Tz + 4T _(___Lg.._ norT 6.4
mﬁm gz - - o7 gin 2r 77z, ( i
SEISA2 NN S 4.6.4)
Emz::- =Tcote iz + i A T%‘;EH 8in 2nTz. ( Reb 3
De laatste relatie (4.6.4) levert gecombineerd met {4.2.4) en (4.2.F
¥ 1 T Y \
fi(u)m o) MW z +Tcotgnz + 4T -512—- sin Enr”‘zg (4.6.5)

2
_,’F(u) C}" [ ]?1

2

+ I _8y2 §; nuﬂsf cos Eﬂﬂ'z} (4.6.6)

sin“rz

Met behulp van de betrekking

o
7 (‘)3\ 1
(P\U + o= (;‘q) L

afgeleld op pagina no.

W a?
n ‘o — 1og

i jcé(z)”

vinden we nu gemakkelljk:

N 72 - \n,_2n
Wy 2S5  {(-1Y'na
Cr(b*_7?) . “" [ “F cosﬁTz 8 n=1 ", 7n
wo,

(_1..\,2?— -
o,

Cf(u+

— T
23.

en

Het behoelt

d-,fu-i- ‘%:f;—: (_..’; [ ?1 ;

n
3 n LTSN “!
?1u1 - 8n2 g;; ;:;gﬁ cos;hhrzr

=1 4

gelden onder de voorwaarde \Im z}( ’ }ImTj.
Verder zal het wel een ledereen duldelijk zlin; dat de relaties

(4.6.6) ontwiikeld zullen worden naar machten vin z, wearbil de ge-

lijkstelling van de constante termen aan hun werkell ke waarden he®

volgende oplevert

[l

W = I§-~ g T2 giﬁ $:i§; s
2r n__2n
ey = ("'»1‘;'} ( - ¥ +f - 81° z:'f %ﬁ‘““‘f :
«, n
ep = (3% - o -8+% X, %-ggﬁ]
@ oy -ee L]

s n_n
- 8n° Z:' L:llnﬁﬂ. con En1r27.
1-q~

cos 2nirz ,

(h.6.6)

(L .6.6]

g,

5.

geen betoog, dat al deze reeksontwilzeringen slezhcs

\
/
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Soortgelijke betrekkingen zijn eveneens af te leiden voor de 8o
33 e.d. Zo weten wij bijvoorbeeld, dat

P g g @) s g (0
1

en dus vinden we ult de coefficienten van de tweede en derde machten
van (4.6.6) de overeenkomstige uitdrukkingen voor 8, en 2.

Het 1s nu mogelijk nileuwe identiteiten af te leiden, door de resul-
taten van de §<§ 4, 5 en 6 te vergelijken. Deze identiteiten vormen
een graag gewlld ultgangspunt voor getallentheoretici e.a. Z1ij zullen
den ook pas een volgende keer aan de beurt komen, maar zij zijn tevens
de reden, waarom dit arsenaal van formules thans 1s afgeleid.

7. Differentiatie naar de andere parameters.

Tot nu toe werd onder een accent verstaan de differentlatie naar de
parameter u eventueel z. Edoch de beschouwde functies zijn tevens nog
van de parameterscd1,cde resp. T, &, afhankelljk. De differentiatie

naar deze andere parameters zal worden aangegeven met-%;; enz,
1

Z1J nu f een of andere functie, homogeen van de graad A in u,td1
encJE. Er geldt dus volgens Euler:

w, %%% + W, %Ig- +uft = 2P, (k.7.1)

Het 1is voldoende om twee van de drie partiele afgeleiden te bepalen,
de derde 1s dan ook bekend.

Desgewenst kunnen wij als nieuwe parameters kilezen u, g, en 33 of
z,A en J in plaats van u, W, end,.

Het 1s duidelijk,dat tussen de partiele afgeleiden een direct ver-
band zal bestaan.

Stellen wij u, =u+ m1u11 + mzu)e, dan volgt uit de periodiciteilt
van de functies Gb(u) en d)i(u) en

%W”=ﬂm+mq1+%q?
—Dd)(u)+mai(u1) m_‘_l_)_,

Y Wy R

[ T !(u):-.:WX
Y wo M2\ Wo ’

dat de als volgt gedefinieerde functie

Flu, 9 ,4)= 1, %3% 75 %%% + pr(w) § (). (4.7.2)



een elliptische functie 1s.
De functie

Plu,wy,9,)+ 2% (w)- 5 &,

4,10.

is zelfs een elliptische functile zonder polen, zodanig dat voor u = 0

deze functlie de waarde nul aanneemt.

Hieruit volgt
, 2 1
F(u,w1,h2)+ 269 (u)- 3 8 = 0.

Voert men nu nog in het symbool

) D
P==2vy - ®eyg,

dan vindt men gemakkelijk:

Dda(u)z -2F+26p:5)” = 2(095)‘4—6&02-%32@
- e%j’)wda"-%ge.

(4.7.3)

(4.7.%)

Ontwikkeling van deze gelilijkheid weer naar opklimmende machten van

-

u, levert als resultaten o.a.:
2 2

Dg2=1233: Dg3=322

Zij nu f een functie van u,

-

)
D? = gé% D 8o + 32% D g3 = (12 g3 IEE + 3 g

Hieruit volgt onmiddellijk

DA=12 g5. 3 g5 - $ 85 . 54 85 = 0,

by L lEEs3s; &2 DA 3bess
LS AT A
)

by = 4V3 (g-1)F 5P A

Verder volgt uit de definitile

of

Dwy =-27,,

pro WiPpmpbe  2UHRTY ym
w3 ws W

.

8y en gs, dan geldt algemeen:

(4.7.5)

-
(62

Is nu f(u,kﬁ,ab) weer een of andere functle afhankelljk van de drle

parameters u,&)1,&J2 en u,
dan geldt dus

D f (u1)m [? f(u)lu=u1 + fl(u1)Du1.

een waarde van u afhankelijk van h)1 enafzx
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Na enig gereken vinden we nu
W
D1y =20 5(d)=¢ g0,
2 2
D ey = L ey - 3 B

waarblj gebruik is gemaakt van de relaties

(= oen pr(d)=6ef -1 g,

Nemen wij nu eens de differentiatie naar de A, J en z b1l] de kop.
f z1j een functie van deze parameters.

DFf = %§ DJ + %ﬁ.p Z,

aangezien DA= 0,
Z1J nog verondersteld, dat f bovendien onafhankelijk is van z, dan
gelden dus

Df = %§ .DJ,

= % b )
p’r = &L, (00)2 + £ 225 oo, (4.7.7)
Vanwege (4.7.6) is nu geldig
A Er SR AR NERILEA
en dus

3D o5 = 8 5™ (7 sy,
(4.7.7) wordt nu
2a 2
_D°% ¥r )£ .
spm =6 I 5—’5 )7 3-8 §3 (4.7.8)

We kiezen nu 2 voorbeelden, ten eerste f =£JJ en ten tweede f :?qﬁ

L

In het eerste geval berekend men weer onder gebruikmaking van vroszer

verkregen resultaten, dat UJ voldoet aan de differentiasalvergelijuling”
32w 77-4 W 3 -
(7-1)3 1 + 7r§- + =0 (%.,7.93

) 72 [ Tﬂ% ’

terwijl men in het tweede geval voor “ﬁ afleldt:

J1)J‘f’3%+ ‘2—3?5} —n-&=o (&,

-y
-
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8. Enige formules met Bernoulli-getallen,

Tot slot leiden we nog reeksontwikkelingen af voor de volgende uit-

drukkingen
=4

oY
G = 2:_ E:: (————l——)gn n>1, geheel (4.8.1)

en wel door wult te gaan van de bekende splitsing in partieel-breuken

voor de cotg o
e ] 2 1 1
chotg ma = 5._ -+ = | (m + E:E) .

Het i1s evenwel ook gemakkelijk Wcotgia te ontwikkelen naar op-
klimmende machten van v = exp(Tia) en wel vindt men dan:

0 oQ
1 1 1 ST 2k
a*k; (g * ) = -7L (0 +2 5 v,

En door herhaald differentieren naar a krijgt men
oQ

7
(] )n - (o) fem Ty n-1 2k
k=-ota+k/ ‘T n-T)1 k=i ’

De som aan de linkerzijde van het gelijkteken convergeert voor elke
niet gehele a mits n >»1, terwljl het convergentiegebied van de reeks
aan de rechterzijde bepaald wordt door |v|¢ 1.

Stellen we nu

a =171 ‘
en voeren we bovendien de sommatie uit over alle gehele positieve waar-

den van 1, dan vinden wijt

gz" 29—,: 1 n n (2l n i n-1 qek
5T e o) = () LZET%TT w1 * 0 T

waarin g weer dezelfde betekenis als vroeger heeft.
Hieruit volgt

2n o : -
2n <§L» 2n n 2k 7
| i 1 21 Y yen-t |
G, = (57 [ L (g)  +2(-1) k — |
of ook
2n X 2k
_ (ar 1 n 2n-1 ] 4 oA e
G = (50 oay7 | Ban * (-1)" Bn ) x paon--3 DO R

1
als Bernoulli-getal, (even notatie).
~Iets uitvoeriger opgeschreven is dus:

2n

. ﬁl - — 1 i 2 et LA e
w1 = G,‘ —‘3 (“‘J{') (1"2’4’ n; n.-—g—ﬁ-)\ (6#?).‘”.."

1-q
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o

4,13,
6 = 60 6 = ED* (fy + 20 ni; o3 1_%}> (4.8.2)
g5 = 140 G (5{6 (575 - %n"; n’ ;{; (4.8.2)
Gy = -7-1—; (%r)B (gﬁ—o— + 2 :-— n’ f—g;—ﬁ) (4-5-2)

De uitdrukking voor Q1/ w, was ons al reeds bekend, zle n.l. (4.6.7).
Het was dus ook mogelijk geweest als ultgangspunt van de differentiatie
de G, te gebruiken in plaats van T cotg Ta.
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2¢ Boerhaavestr. 49,
AMSTERDAM-~ O,

Colloguium over theta~functies.
Voordracht door Dr . Peremans

5 Maart 1952

De modulaire groep.

§ 1. Algebraische voorbercidingen.
D¢ modulaire groep bestoct uit de transformaties

) _8rC + ¢
(5.1.1) L= bT + a’

waarin a,b,e,d gehele getallen zijn en ad =« be = 1. ¢ kunnen deze trans-
formatic ook met de matrix

(5.1.2) 5

karakteriseren. Vermenigvuldiging van alle matrixelementen met dezelfde
factor # O gezft dezelfde transformatie. Wegens ad - bc = 1 kan deze fac—
tor alleen +1 of -1 zijn. Ve kunnen daarom bij een bepaalde transforma-
tie van één der matrixelementen, dat £ O is, het teken vastlegsen.

-
Doort.sz—g en T' = 7%% te stellen gaat de transformatie over in een
1

1

-
transformatie, die het paar ((J ,6d2) in (&q,cdé) overvoert:

Tot = awl + b
(5.1.3) [ @ = e 2

L(,Jé = cull + d@z

Laten we T en T' alle complexe waarden en oo doorkpen, dan stely
(5.1.1) een projectieve transformatie van de complexe projectieve rechte
voor. Laten we de beperking, dat a,b,c en d geheel zijn, vervallen, dan
wordt het de meest algemene projectieve transformatie. Voor deze geldt,
dat er één en slechts één transformatie is, die drie gegeven willekeuri-
ge punten in drie gegeven willekeurige punten overvoert.

Voert men twee modulaire transformaties X en Y na elkazr uit, dan
krijgt men de matrix van YX door hun matrices in deze volgorde met elkaar
te vermenigvuldigen. De inverse transformatie van (5.1.1) is daarom

(5.1.4) (5 "2

Een projectieve transformatie heeft twee (eventueel samenvallende)
4
invariante punten (polen), die bij (5.1.1) gevonden worden uit de Ypyge-
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1lijking
(5.1.5) b + (a-d)T - ¢ = O.

7e gaan nu na welke orden een modulaire transformatie kan hebben.
We kunnen een projectieve transformatie zo transformeren, dat de polen
in voorgeschreven punten komen te liggen. De orde verandert dasrbij niet,
maar de transformatie behoeft natuurlijk niet modulair te blijven.

Nemen we eerst het geval, dat de polen samenvallen (parabolische
transformatie). Brengen we de pool naar o, dan wordt van de getransfor-
meerde matrix b' = a'-=d' = 0, ¢' £ 0. Uit 1 = a'd'=b'e' = ar® volgt

@' = + 1. We mogen d' = 1 kiezen. Van de matrix
IR B el

(5.1.5) P=(y 7))

is de n% macht
_¢1Ine!

(5.1.7) PP = (o5 °)-

Dit kan voor geen enkele natuurlijke waarde van n de identieke transfor-
matie worden. De parabolische transformaties hebben dus orde o .

Als de polen verschillend zijn, kunnen we deze naar O en oo brengen.
De transformatie wordt dan

(5.1.8) (5 o0

¢
Als deze orde n heeft, is (gv)n‘=ﬂ en geen lagere positieve macht
] t

dat . ar . i
van -y is 1, m.a.w. a7 1s een primitieve n ecenheidswortel £ . Verder is

a'd' = 1, dus @' = VE', al = ﬁ?Lr. Dit zijn ook eenheidswortels. Verder
& -
is het spoor d+a van een matrix invariant, dus d+a = | + «f%w, mnaar
&

d+a is een geheel getal. Uit Ve + :7. geheel en VZ .1. = 1 volgt,
dat Vf voldoet aan een vierkantsvergelijking met ration;le coéfficién~-
ten. Nu voldoet een primitieve n® ecnheidswortel aan een irreducibele
vergelijking met rationale co&fficiénten van de graadehn)¢ Daar

9’(m)f£ ¢ alleen voor o = 2,3,4 of 6 is VE ecn eenheidswortel wvan een
van deze orden en dus ¢ een eenheidswortel van orde 2 of 3 (1 geeft de
identieke transformatie). De enige eindige orden, die een modulaire
transformatie dus kan hebben, zijn 2 en 3. Als ¢ orde 4 heeft, is zijn
ve. gelijking x2+ 1 =0, dug a + d = 0 is voorwaarde voor orde 2. Als VE
orde 3 of 6 heeft, is zijn vergelijking xzi x+1=0, dus |a + dj= 1

is voorwaarde voor orde 3.

)

‘Te beschouwen nu de realiteit van de polen van een transformatie,
die bepaald wordt door de discriminant van (5,1,5), d.i. (a—d)2 + 4 be =
= (a~d)2 + 4 ad - 4 = (a+d}2 -4 .

De polen zijn dus niet reéel (ellipﬁgscha transformaties) als
la+d] < 1y dat zijn juist blijkens het voorafgaande de transformaties
van eindige orde . Als la+d[},3, zijn de polen reéel (hggergolgscgg
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transformaties), deze transformaties hebben oneindige orde. Als
la+d@| = 2 zijn de transfornaties parabolisch.

e bepalen nog de polen van de elliptische transformaties. Daar de-
ze voor clke transformatie toegevoegd complex zijn, kunnen we ons tot
hct bovenste halfvlak :7’?:>O beperken.

4ls a + d = O (orde 2), dan is de pool Q%i. Hierin kunnen d en b
nict willekeurig worden gekozen, omdat ¢ = :gifl geheel moet zijn. Dus

moet gelden da‘E ~1(mod b).

Als {a+dt = 1 (orde 3), dan kunnen we zonder beperking van de al-

2d-1+1
2b

Eok in de derde ecnheidswortel fo= - %+ %i\rs uitdrukken en vinden dan

gemeenheid a + d = 1 stellen, dan is de pool , Ve kunnen deze

Qiél » Hier geldt ecn analoge opmerking als zo&ven.
Ve bewijzen nu, dat de modulaire groep voortgebracht wordt door
e twece transformaties S : T' = T + 1 (van oneindige orde) en T ¢ T ' =

= - %v(van orde 2), d.w.z. iedere modulaire transformatie is te schrij-

1 &2 M
ven in devorm S T S “ T ... T S , waarin Dy veey By gehele getal-
len zijn. De matrices, die bij S en T behoren, luiden als volgt:

(5.1.9) s=( D, =G D,

‘e bewijzen nu eerst, dat de Mgy ooy Oy in bovenstaande vorm 2 O

i}

kunnen worden gemaalkt. Hicrtoe beschouwen we
(5.1.10) TS = (3 “3),

hetgeun blijkbaar een transformatie van orde 3 is, dus (TS)3 = I, dus
ST' = TSTST. Hiermee zijn de negatieve exponenten in bovenstaande vorm
weg te werken.

Laat nu U ec¢n willekecurige modulaire transformatie in de vorm
(5¢1.1) zijn. Als U het punt o in zichzelf transformecrt, is b = 0, dus
ad = 1, dus a = 4 = + 1. ‘e kunnen het plusteken aannemen. Blijkbaar is
dan U = S°. Laat nu b # 0 zijn. Dan transformeert U het punt ® in een
rationaal getal »r ='%. ‘e kunnen r schrijven als e«n afbrekende ketting-

breuk

(5.1.11) r=a, + 1

1 a. + ~ 1

2 a.+
3t
k k-1
a, -8, 25 (=) ay
Dan transformec¢rt V=5 " T 8 TS~T ... S T het punt @ in
k-1
a, . a -

r. Dus U=vs® =5 '=5 T2 ,,. s K 1§ gasrmee het bewijs gele-

verd is.



T 5,4

§ 2. Iundamentele gebieden.

'¢ beschouwen het bovenste halfvlak van het complexe vlak. Twe.
runten heten aequivalent, als er e.n modulaire transformatie bestaat,
die het ene in het andere transformecrt. Blijkbaar worden de punten
van het bovenste halfvlak hierdoor in klassen aequivalente punten ver-
deeld. Ve definidren ecn fundamente.l gebicd als de vercniging G van
cen obden puntverzamceling on cen dell van haar rand, zodat uwit iedere
klasse acquivalente punten Zén en slechts Sén in G ligt. Baer c¢n Levi
(Math. %. 34 (1931), 110-130) hebben onder ze.r zwakke voorwaarden voor
transformaticgroepen de cxistentie van evn fundamentecl gebied aange-
toond. Voor d¢ modulairc group zullun wij de existentic aantonen door
Net gebicd expliciet aan to geven.

' Laat T ecn complux getal zijn met positief imaginair decl. Kies een
willikeurig complex getalbo1qé 0 ¢n neuvm ‘A% = U91T:. Bzschouwen we
(UJ1,LUé) als primitief pcriodenpaar, dan is vroeger bewezen dat voor
het door (U71,U32) bepaalde periodenrooster een primitief periodenpaar
(uB;,Loé) kan worden gevonden, zodat a)a d¢ korste afstand tot de oor-
sprong he.ft van alle perioden en ugé de kortste afstand tot de corsprong
van alle perioden op uD; cn ~LO{ na. Verder kan gezord worden dat

w3

TE? ecen primitief imaginair de.l heoft. Dan geldt dus
(5.2.1) | wi| Blwils (ws +w ”3,{!»2;_{ lws - w;p}wg.

De betrekking tussen (U)1,b02) en (u)‘,LDé) is van de vorm (5.1.3).
'?oemen we L;%-:- = T ', dan zijn T en T ' aequivalent ‘en geldi Toor T ':
(5.2.2) T T+ 2, e - 2.

e betrekklngen (5.2.2) bepalen esn gebied G met als rand de ecnheids—
cirkel om de oorsprong un de rechten M T = % en

q; ! AT = - § on wel ligt het gobicd buiten de eenheids~
J cirkel. V¢ hebben dus gevonden dat bij ieder punt
T =dee in het bovenste halfvlak con acquivalent punt in G

3 P
i : Y
H ..

. of o» zijn rand t¢ vinden is. Dc rand beschouwen wc

: ] : wat nader. Door dc transformatic S gaat dc linker
-1 My, O K& 7 randrcchte in dc rechter randrechte over, door de
transformatiec T gaat dec linker helft van de cirkelboog in de rechter helft
overs, Wij rekenen nu bij G het gede.lte van de rapd, waarvan het reéle
dcul =0 is mec. We gullen bewijzen, dat G een fundamentecl gebied is.

Dat bij icder punt in het bovenste halfvlak cen aequivalent punt in
G te vinden is, hebben we al bewezen. We moeten dus alleen nog aantonen,
dat er binnen G geen twee verschillende aequivalente punten te vinden
zijn. Y¢ merken op, dat van alle puntun van G de imaginairce @ ulcn;>'%vrﬂ




zijn. Laat nu € en T ' door d¢ modulair. transformatic (5.1.1) wverbonden
zijn wn stel dat T wnT' beide in G liggen. Noum T = x +iy, T' = x'+ iy'

. 2
(x,7,x',y' relvl). Dan is SX* ¢ * idy _ (dx+c)(bxta) + bdy® + iy, Dus
bx + a + iby (bx+a)2 N b2y2

(5.2,3) y' = -+ .

(bx+a)2 + b2y2

D¢ transformaties S° (n# 0) on T lunnen we buitun buschouwing la-
ten, omdat deze klaarWijkelijk ¢on punt binnen G in ¢.n punt buiten G
trensformeren. We moguen dan b £ 0 veronderstiullen (4o identicke trans-
formativ blijft ook buiten buschouwing, omdat T = T'). Alslb\> 2, dan
- . . L <1 VT nota pogeli ik i

volgt uit (5.2.3), dat y! gfégé.<;4y,{f3- 3 hetgeon onmogelijk is. Er
P1lijft dus allcen b = 1 over vn we mogen dan b = 1 stellen. Dan geldt:

N 1
Q5.2.4) ' - 4 =~ =3 -

Als|{T+ al>1, dan {T' - d|<1 hotgeon onmogelijk is. Verder is
b T+ a}<f1 onmogcelijk, dus or blijft allecn \T+ al\= 1 over. Dit laatste
kan allcen voor a = 0 of a = 1. Als a = 1, kan T alleen = £ zijn. Dan
is ' -4d = - % = E + 1, hutgeen alleen T' = P kan opluveren, dus T=1T".
Als a = 0, dan is ¢ = -1. Ondat |T' - d}= 1 moet 4 = 0 of -1 zijn. Als
d = O, krijgen we T, dic we al afgehandcld hedbben: als 4 = -1, kan T !
alleen = P zijn e¢n den is T ook = P, dus ¢' =T . Daarmec is het be-
wijs voltooid, dat ¢r in G guun tweo acquivalente punten liggen cn dat
G dus con fundamenteel gubicd is.

Daar d. polun van d¢ transformatics van orde 2 du vorm d;i hebben,
is d¢ uvnige dorgelijke pool, dic in G ligt blijkbaar het punt i. Dus zijn
1l¢ polun van transformatics van orde 2 acquivalent, dus door modulaire

transformatic uit i to krijgen: SEEC. o 2o b4 2L yyy
, b'i's a' a'” + bt
( ) a'ec' + p'd' = d }
5.245
a‘2 + b‘2 = b

zijn a',b',c',d' als gehele getallen met a'd' - b'c! = 1 op to lossen,
mits d°= ~1(mod b). V¢ vindin het bokende resultaat uit de getallenthe-
oric, dat dc¢ gehcele getallen ten opzichte waarvan -1 kwadraatrest is,
dezolfde zijn als de gehele getallen, die als sommen van twee kwadraten
te sehrijven zijn.

Daar d¢ polen van transformaties van orde 3 de vorm.gwgiL hebben,
is d¢ cnige pool in G wvan cecn transformatie van orde 3 het punt&? . Dus
zijn allc polen van transformaties van orde 3 acgquivalent.

De transformaties van d¢ modulaire groep voercn G in gebieden over,
die door lijnstukken cn cirkelbogen begrensd zijn. De snijpunten zijn
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juist de polen van de transformatics van.ordc 3 e¢n de bevldpunien van
het punt o, dat zijn de rationale punten op d¢ reflc as. Door deze ge-
bicdun wordt het hule bovenste halfvlak opgevuld (we nocmen dit de modu~-
laire vlakverdeling). et c¢lk gebied corresponde.rt cun transformatic
van de wodulair: grocp. e kunnen dc figuur opbouwen uitgacnde van G
door suscessicvielijk de transformetices S ¢en T toe te passcen op de re .ds
verkrogen gebicden. Icder der gebicdun had ook als fundamentoul gebied
dicnst kunnuen doun.

D¢ transformatic S 1s ¢.n spicgeling in d¢ imaginaire as gevolgd
door cun spivguling in de lijn 8T = 3. Do transformatic T is ¢.n spie—
¢ling in d¢ imaginaire as guvolgd door ven spiegeling in de conheids-

Eirkcl. Dagr G, als we de rand buitun beschouwing latun, symiactrisch
t.0.v. d¢ imaginaire as is, kunnen we voor de opbouw van de modulaire
vliakverdeling de spicgelingen in de imaginaire as weglaten. Do podulaire
vliakvcrdeling is blijkbaar ook symmetrisch t.o.v. de imaginairc as. Op
duv modulaire vlakverdceling komen wy nog tcruge.
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Te bewijzen nu, dat de puntverzomeling gevormd door cen klasse ae-
guivalente punten in het bovenste halfvlak als verdichtingspunten alle
puntens van de refle as en geen anderc bezit.

Om tc¢ bewijzen, dat de punten van de refle as verdichtingspunten
zijn, kunncn we ons tot de¢ rationale punten beperken. Laat r cen wille-
keurig rationaal getal zijn en r = %, b en & gcheel, (b,d) = 1, b > 0.
Laat 7T = x + 1y cen punt uit de klasse aequivalente punten zijn. Te pas-
sen op T de¢ transformaties (5.1.1) net de zolven gegeven wacrdc van 4 en

| .4 dTs+ec _ 1
b toe. N‘UL 18 B - b T +a - b(bt +a)

worden. '¢cgens de voorwaarde ad + be = 1 kan, bij gegeven b en 4, a ge-
heel willikeurig in ¢én bepaalde restklasse mod b gekozen worden, dus
in icder geval kon lal willekeurig great gemaskt worden, hetgeen voldoen-

. Dit moet willeckcurig klcin gemaakt

Jde is om E(%%}IET willekeurig dicht bij nul te krijgen.

Nu bewijzen we nog, dat ecn Junt met positief imaginair deel goen
verdichtingspunt van dc klasse acquivalente punten kan zijn. Daartoe
passen we oD T @ m guhed willidowd ox vodulairny teansformatie (51 1) toe. Als
a en b gegeven zijn met (a,b) = 1 en Cyo do zijn dusdanig, dat ade~ bcoz
= 1, dan zijn de mcest algemene ¢ ¢cn d waarvoor ad — be = 1, gegeven

door d = d + nb, ¢ = c + na met willckceurige gehcele n. Vullen we deze

‘ d T+ ¢
@ en ¢ in (5.1.1) in, dan komt cr «%%F:—Eg + n. Voor de¢ beschouwing van

verdichtingspunton kunnen we de recrduidigheid in ¢ en d bij gegeven

a en b dus gchecl buiten beschouwing laten. 7e beschouwen nu het imagi-

nairc deel van hct becldpunt, dat in (5.2.3) expliciet stact aangegeven.
Als b = 0, dan is (5.2.3) J% hctgeen zich alleen bij O verdicht.

'Stul nu b £ 0 cn noen g - s, & Dan is de nocmer in (5.2.3) gelijk 0

¢]

T =

aan N = bv2((s+x)%+ y2). Ties cen & > 0. Als |bl> v.l._ dan s W >4 =
&y

= %%. Er zijn cdus slcchts eindig veel waarden van b waarvoor N <& %%. Er

is een refel getal S te¢ vinden, zodat voor lsl> S geldt €F=< (x+s)2+

+ y2 < b2((x+s)2+ yz). Allcen voor isl< S kan dus N < -% zijn. Di%

geeft dus slechts eindig vecl wacrdenparen (a,b) met (a,b) = 1, waar-
voor N < %% en dus waarvoor (5.2.3)> & is. Daaruit volgt, dat er geen
verdichtingspunten buiten de redle as liggens.

§ 3. De modulaire invariant J(T).

3
g
De functie J = Z% is als een functie van Loy en i~ homogeen van

het gewicht O en is dus eun functic van T . J is invariant t.0.v. mo-
dulaire transformaties van T . Uit de op blz. 4.13 in formules (4.8.2)
gugeven ontwikizclingen van g, en gy naer g volgt
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dus -
(s% + 20+ ...)3
(5.3.2) J = 12

= o { LI 2
= €,8+ seu)
q2(1 - 24@2 Feoe) g? ;Ej 1

Omdat dc recksontwikkclingen voor g, n g3 convergent zijn voor
lgl< 1 en omdat 4 £ 0, geldt (5.3.2) voor \aj<L 1« Omdat g = e™T i
J(T) een in het bovenste halfvlak analytische functie. Voor T—ioo is
q—»0, dus J=> . Verder is J ecn cven functie van Q-

Onze hoofdstclling is nu, dat voor ieder complex getal a de verge-
lijking J(T) = a éin cn slechts &én oplossing bezit in het fundamentele
gebied G van § 2.(Hieruit volgt nogmaals de twecde helft van het bewijs,
dat G cen fundamenteel gebied is, want als er in G twee aequivalente
bunten lagen, zou J in die¢ twee punten dezelfde waarde aannemen.)

A' We snijden van G door een lijn AA' evenwijdig met de

rcéle as cen begrensd stuk af. Omdat J->-00 voor

T ioo, kan de lijn zo hoog worden gelegd, dat op

of boven die lijn zeker J(T) # a is. Alle oplossingen
, van J(T) = a liggen dan in het gedeelte G' van G be-

neden AA'.

Je nemen curst aan, dat J(T) £ a op de rand van

G. Als we¢ C' dc rand van G' noemen, ¢n N het aantal
nulpuntén van J(T) - a = 0 in G (elk nulpunt zo vaak gesteld als zijn
multipliciteit bedraagt) dan geldt

. 1 J'(T 1
‘5'3-3) o= m[ _JFTL:LE at = m/ d log(J(T) - a},
1 C'

als C' met ccn positieve omloopszin doorlopen wordt. Omdat J(T +1) =
J(T) en J(- %J = J(T) hceffen de intugraties over AB en B'A' cn de inte-
graties over BD en DB' ¢lkaar op. Dus
A
‘ L I’
(5.3.4) T = 5%y /i a log(Jd(T) -~ a).

¥y

Als T= x + iy het lijnstuk A'A doorloopt, doorloopt q? =e'2ﬁyezﬁ1x

in het q2~v1ak cen in negatieve zin doorlopen cirkel om de oorsprong,
waarvan de straal tot nul nadert, als AA' naar boven naar o geschoven
wordt (y —+0 ). Uit (5.3.2) volgt dan direcet dat N = 1.

Nu nemen we het geval, dat J(T) - a2 nulpunten heeft op de rand van
G, maar nict in ¢én of mecr van de punten B, D en B'. Op de rand van G'
lig,en dan eindig ve.l nulpunten van J(T) - a. Met ieder punt op AB van
dez¢ soort corresponde.rt een dergelijk punt op gelijke hoogte op A'B!
en evenzo met BD en B'D.
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A A/ Maken we nu cun contour, die de nulpunten van
C G J(T) - a op d¢ rend vermijdt op de wijze ale in de

figuur hicrnaast geschetst, hicrbij zorgende, dat
in d¢ instuloingen ge.n verdere nulpunten van

D J(T) - a ligzen cn noumen we het door deze cone—
M,gg‘*“‘an\ , Gtour omslotun gebied GY, dan bewijzen we cvenals

,ls 5 zolven, dat in G% f&n cn slechts &én nulmunt met
paltiplieiteit 1 van J(T) - a ligt. Uit dc af-
spraak dic we over de rand ven G goncakt hobben  volgt dan, dat ook in
G ¢n c¢n sleehte Eén nulpunt met nultipliciteit 1 van J(T) —.a ligt.
Tenslotte het geval, dat J(T) - a cen nulpunt heoft in cen der pun~

Wag !
=3 " Tt W fd 3 3 1 - o 1 ..,‘T« 1 T., 1 o
”cun B, D ol B'. VoorL =1 is ‘-1—:123-3 = ZW._ LWW”‘A @;:-——TS_

- : g
=O!dus g3=p,dus J(l) = 1 VOOT-E:fiS 1 2 Em
177e
/
. ! I 1 o _ _
i 22.(~m1m =iy, T4 o= E:Efﬁqxaéj?7g = 0, dus g = 0, dus J(@) =
= J(P+1) =

In D heeft J(T) - a allesn cen nulpunt als a = 1: dan heoft
J(T) - 1 geen nulpunt in B ¢n B'. ¢ wijzigen de contour nu zo, dat er
¢en instulping 01 wordt gemaakt, waardoor D uitgesloten wordt. Voor het
dan verkrcgon gebicd wordtd

;x@
RS owWiN = § a log(Jd(z) - 1) + f’ d log(Jd (z) - 1).
) ~ ¢, At C,
Pagsen we op €, d&u transformatic 7' = - al toe, dan gast C in C, over en
i T ’ 2

{a log(d(T) - 1) = § a log(d (T) - 1) = % f d log(J(T) - 1.
G1 02 01-0“
De laatstc intczraal wordt uitgestroekt over ven contour dic D ¢énnaal
in ncgaticve zin omloopt. Noemen we m de multiwnliciteit wvan het nulpunt
van J(T) -~ 1 in D, dan is dus ¥ = 1 - %m. Omdat N gechecl en> 0 ecn m
geheel en 2 1 is, geldt m = 2, N = O. Buiten D heuft J(Z) - 1 dus in G
geun nulpunt ¢n in D cen nulpunt van multipliciteit 2.

In B en B' he ft J(L) = a alleen con nulpunt als a = O: dan hecft
J(C) geen nulmunt in D. V¢ wijzigen de contour nu zo, dat er instulpingen
03 en 04 wordcn gemaakt, waardoor B en B' uitgesloten
worden. Dan wordt voor het dan verkregen gebied:

2T iN = f d log J(T) + f d log J(T) + ,( d log J(tr).
At c o
3 4
) 3 - -u.-.l-.-— 3
e e, Nu gaat door tocpassing van T' = = g 03 in 66

:yf’””"‘“\\g ' T
B ' B over, %ﬁ) geeft 03 = Cg, - —:-: ge:ft C, wD}G5,_ ,
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¢, o 8ueft 04 “5’07, -1 gedtt 04 - Cgq. Als we n de

multipliciteit van hoet nulpunt van J(I) in B noumen,
- is blijkbaer N = 1 - %n. Omdat N gehuol wn >0 n n
geheel en 2 1 is, geldt n = 3, N = 0. Buiten B he.ft
| J(I) dus in G gceen nulovunt on in B cen nulpunt ven
{ multipliciteit 3.
We gebruiken dit resultaat om toe bewijzen, dat, als ay on ay com-

plexe getallun zijn waarvoor a% - 27&2

Co

;’Cy’ CQ

1]

a £ 0, vr waarden van W, en
W, te¢ vinden zijn, waarvoor gg(w1, wz) = 8y, gB(w_‘, wg) = a

3.
W B}
Als a, = 0, dan is vow t:;;; =P zoker ge(w1,8w1) = 0. 7¢ bepa-
i
W s 6 _ 140 1
1bn 1 ult UJ1 = a Z (m +m E )bo
3 1772 W
2 . -
Als ay = 0, dan zs voc:r Z = —==1i zcker g3(w1,iw1) = 0. We
: ‘ 4 _ €0 1
bupalen LL?1 uit UJ1 = a, ZW. )
a
Als as £ o, a3 # O bepalen we T zo, dat J(T) = —5%. Voor deze T
—_
bepalen we W, uit WS = —= enW_ unitw, =T W,
1 1 a3 60 1 1 2 2 1
2 (m1+m25— E:

§ 4. Enige ondergrocpen van de  meculaire grocp.

Ve beschouwen de modulaire vliakverdeling. Iedor goebicd van deze
'Vurduling wordt uit het fundamentele gebied G door ecn modulaire trans-—
formatic verkregen. Als deze transformatic U is, dan noemen we het ge-
bied T. Ve nomen nu cen ondergrocp H van de modulaire grocp M. Twee ge-
bicden U on V zijn dan en slechts dan acquivalent t.o.v. Hals U cen V

in dezclfde rechter nevenklasse ven H liggen. Immers als U en V acgui-
valent zijn, is er ven WE€H, dic U in V transformecert. Als Wu = v,
u€eUlU, veV, dan is ¢r ¢.n x € G zodat Ux = u, Vx = v, dus VUx = Vx,
dus WU = V., Als omgekevrd U en V in dezelfde rechter novenklassce liggen
en u€e U, veV, u cn v acquivalent t.o.ve M, dan is er ecn x € G, zodat
Ut =ucn Vk =v, dus v = Vx = VU™ ', maar VU '€ H, dus U en V zijn ac-
guivalent t.o0.ve H.

We kunncen dus ecn fundamentecl gebied voor H krijgen door uit el-
k¢ rochter nevenklasse van H &&n reprusentant to nemen cn als vereniging
van dc bijbchorende gebieden te ncmen.

e beperken ons nu tot ondergroepen van M ven cindige index in M.
Dan is het mogelijk de represcntanten uit de nevenklassen zo te kiezen,
dat he¢t gebied samenhangend wordt. e voeren nl. de volgendc construc—
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tic uit. Ve buginnon met G on nemen zo mogelijk wun gubiud uit d¢ nodu-—
lair. verdeling, dat langs oun kromue bij G aansluit un dat t.o.v. H
nivt met G geeonjuge.rd is ur bij. Vervolgens numen we ze mogelijk uen
gebicd uit dv modulair. verdoeling, dat langs uon kremme bij het roods ver-
krogen gebicd aansluit on dat t.o.ve H nict met eon der gebicden uit hot
re.ds verkroegon gubicd geconjuge.rd is or bij. Dit zettun we voort tot
het nict verder kan. Na cindig veoel (ten heogste de index van H) stappen
breckt dit proces af. Laat het dan verkregen gebied G1 hetene Bon guebicd
U uit d¢ modulairce vilakverdcling dat buiten G1 1igt un langs c¢un kromme
bij G1 aansluit, is ac.uiwvalcent mct cen V binnen G1, Laat d¢ transforma-
tic dic U in V transformeert 7 zijn. Beschrijf en kromms K, dic binnen
U begint on over de gronskrommc G, binnentrecdt. De besldkromme van dezo
bid d¢ transformatie W begint in V ¢n moet, als K in G, binncnkomt, &,
verlaten. Dus heoft V oeun randkromme met dc rand ven G1 gemeen. De rand-
’kromrq, dic U mct de rand van G1 genoen heoft, is acquivalent met de rand-
kromme, dic V met de rand van G1 gemecen heoeft. Van beide randkrommen re-
kksnen we or sluchts &én meo voor het fundamentele gebied. Dit doun wo
voor d&¢ hecle rand. In het zo verlrogen gebicd zijn zeker goun twec t.0.V.
H acquivalente puntun te vinden. ¢ mocten nu nog aantonen, dat bij ieder
punt T in het bovenste halfvlak cun accuivalent punt t.o.v. H in G1 te
vinden is. Verbind T met ¢on punt T ' in G1 door sen uit 1ijnstukken ope
gebouwde kromme in het bovenste halfvlak die de hoekpunten van de gebiew-
den van de modulaire vlakverdeling vermijdt. Deze kromme heeft met slechts
eindig vecl gcbicden van de modulaire vlakverdeling punten gemeen. Door-
lopen we dc kromue van T ' uitgaande, dan verlaten we Op een gegeven ogen-—
blik G1 via cen punt op de rand. Dazr met het dan betreden gebied een ge-
ied binnen G1 aequivlent t.o.v. H is, kunnen we ecn met het volgende stuk

van de kromme acquivalent stuk binnen G1 vinden, dat ergens op dc rand be-
gint. We lopcn nu verder tot de beeldkromme G1 weer verlaat en stapoen dan
We.r over 0p c¢un binnen G1 gelcgen acquivalente kromme. Dit kan slechts
eindig vaalk gecbeuren, daar bij c¢lk overstappen de oorspronkelijke krom-
me een randkromne van de modulairc vlakverdeling overschrijdt. Tenslotte
vinden we eun met T' aequivalent punt binnen G“czﬁ' op.de rand wxn Gﬂ,maar
in het laatstc geval is er ecn aequivalent randpunt, dat bij G1 mecgeteld
is. ,

Hiermee hebbem we bij iederc ondergroep H van eindige index j in
M een samenhangend fundamentecl gebied gevonden, dat opgebouwd is uit j
fundamentele gibieden van M. '

Daar ecn fundamenteel gebied van H opgebouwd is uit fundamentele
gebieden van M, die reprusentanten zijn uit rechter nevenklassen ven H,
is, als H ecn normale ondergroep is, de factorgroep G\H op te vatten als
cen permutatiegrocp van deze gebieden.
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Len uit driehocken opgebouwde veolhoek met randidentificaties is
topologisch op tec vatten als het netwerk van een gesloten opiervlak.
Het geslacht van het oppervlak, dat zodoende bij e¢en fundamentecl gew
bied van cen ondergroep H behoort, hect het geslacht van H. Het go-
slacht van Il is blijkbear nul (bol).
¢ gaan nu elkele ondergroepen van M arithmetisch kerakteriseren.
Laat n eun natuurlijk getal zijn. Twee modulaire transformaties U =
~ dy T+ cy T - d,T + Co
T by Tt o, © T byTt e,
=* C,, b1 = 4+ b2, a4 =+ 2y alle¢s med n, mits overal het plustcken of o-
veral het mintcken staat. Het is dan duidelijk uit d¢ formules van ma-
trixvermcenigvuldiging, dat als U= V(mod n) en U' = V'(mod n), dat UU'=
= VV'(mod n). Hieruit volgt, dat dc klassen congruente transformaties
.'dc nevenklassen vormen van eun normale ondergrocp van M, die bestact uilt
de¢ transformaties, congruent met de¢ identieke transformatie. Deze norma-
le ondergrocy H he:t de hoofdeongrucntiegroep ned ne Nu is Hh van ein-
dige index, wavfwmn.een metrix (512) van eecn modulaire transformatie kan
men de elemcnten mod n zo reduceren, dat ze 20 ¢n € n-1 zijn, wacrbij
ad - be = 1 echter in a'd' - b'c! = 1(mod n) overgaat: daar deze laatste
congruentiv echter kla. rblijkelijk slechts e¢indig vecl mod n iacongruente
oplossingen bezit, zijn er ook slechts eindig ve:1 klassen congruente
transformatics. Overigens behoort bij iedere oplossing van a'd' - blc'=
=1(mod n) cen modulaire transformatie, d.w.z. zijn er a, b, ¢, 4 te vin-
den, die resp. congruent a', b', c¢', d' mod n zijn en waarvoor ad -~ be =1
geldt. Dacr cchter bij a, b, ¢, d en -a, -b, -c, -d dezelfde wodulaire
transformatie behoort en deze stelsels als n > 2 incongruent zijn, is de
..ndex van Hn voor n > 2 de helft van het aantal incongruente ovnlossingen
van a'd' - b'c! =1(mod n). Dit laatste aantal is makkelijk te bepalen
(we z;llop het nift aflciden) en zo vinden we voor de index van Hn, als
n = p11 pgz “on L;r de kanonieke ontbinding van n is: '

heten congruent mod n, als d‘l =+ ‘32' cy=

%]

(5'4"1) j(n) 2%(1-‘"’1’2‘) . w (1""“"1§¢

Verder is j(2) = 6. Uit (5.4.1) volgt j(3) = 12, j(4) =
i(5) = 60.

Uit dc groepentheorie is bekend, dat, als H een normale onder-
groep van Il is, met icdere ondergroep H1 van M\H een groep Hﬁ tusegen H
en M correspondecrt, zodat H isomorf is met H \ en omgekeurd. Verder
is H1 don cn slechts dan een norndle ondergrowp van GlH als H1 een nor-
male ondergroep ven M is en M{Hﬁ*ls isomorf met (GiH)lH y anders uitgu~
drukt M|{H} is isomorf met (M|H) (H‘lH) In zekere zin bchuyrscn we dus

1
de groepen tussen H e¢n M als we due ondergroepen van M|{H behecrsen. De

groepen tusscn Ln en M hetun congrdcntiegrocpen mod n.
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Daar IT door de transformaties S en T voortgebracht wordt, geldt,
dat M|H_ voortgebracht wordt door dc zan S en T toegevoegde elementen
$%en T¥ ven M|H . Nu heuft S ™ blijkbear orde n, T  orde 2 «n T°5* orde
3. Voor n = 2,3,4 en 5 is dc¢ abstract. groep voortgubracht d4oor e.n vle-
ment van orde n ocen cen van orde 2, zodat het product ordc 3 heuft, iso-
morf ro¢sp. mct ”'j:”’é (symmetrische groep van 3 clementen), a, (altcrneren~
de groep van 4 clementen), 31 en 015. Uit de indices van de groepen H,,
H3, H4 en H5 volgt direct, dat hun factorgroepen ook isomorf zijn met
TresSp. 33, 014, Tﬁ, en 5 Het gesloten oppervlak, dat bij het funda-
menteel gebied van deze groepen behoort, is evn bol en de permutatie-
groepen van de punten van & hol, die bij de factorgroepen behoren, zijn
julst de polycdergroepen: diédergroep behorcnde bij een driehock, te-
traedergroep, octacdergroep en icosacdergroep.
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De hoofdcongruentiegroep mod 2 beschouwen we nog wat nader,

Deze heeft index 6. Voor de representanten uit de nevenklassen kunnen
we klezen:

1=(3 ), s=(3 1), =3 -1y, st=(} ), srs=(} 9), ssr=(0 -}
0 1 01 1 0 1 0 11 1 -1

Als fundamenteel gebied kunnen we dus het volgende kiezen:

'

In de factorgroep beschouwen we de ondergroep K van orde 2, bestaan-
de uit I en T. Deze heeft index 3. De ondergroepi'j van M die bij K
behoort, heeft index 3 in M en bestaat uit de transformaties die
5(0 1) of a(g é) mod 2 ZAjn, d.w.z. de transformaties (g Z), waarvoor
bc20(mod 2) of ad¥0O(mod '2). De nevenklassen van K in M/H zijn de
volgende:%l, { IS STST;, LST STSj’ Als fundamenteel gebied kunnen we
dus kiezen het gebied bestaande uit T , § en 3T:

z N @)
Door op het gedeelte rechts van de stippellijn de transformatie

"(O l)’ die tot [ . 3 behoort, toe te passen vinden we een fundamen-
teel gebled, dat begrensd is door de eenheldscirkel en de rechte lijnen
Y{T=1 en #T= -1.

De aanliggende gebleden van het fundamentele gebied bevatten resp.

gebieden behorende bij sT'=(3 71), 1=({ 73), sts=(1 9), sfrsr=(] B),

( )
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Het eerste dezer gebieden ontataat ult het fundamentele gebiled
door de transformatie (é ’%)ms‘e, daar S'QSuS'l, het tweede door T,
het derde door (? :1)zTS"E, daar TS"ESTmTS"lTnSTS, het vierde door

(72 2)=8®r, daar (521)(ST)=SPTST, het vijfde door S°, hetgeen allen

i1

transformaties uit 3 zijn. Deze brengen5m3 voort, dus S2 en T brengen

1“3 voort: 82 is T'=T+2 en T 18 T'= - % .
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 49,
AMSTERDAM-~ O,

Collogquium over theta-functies.
Voordracht door C.G. Lekkerkerker

9 April 1952

§ 1. Het gedrag van theta-functies bij willekeurige modulaire substitu-

ties.
Reeds bestudeerde v.d. Blij het effect van de substituties
T'=T+1en T = ;% op b.v. de functie‘coo(sz). Thans willen we na-

gaan, wat er gebeurt bij een willekeurige modulaire substitutie

T = 2‘..&.:"__%, (o([g J,,ggeheel eno('(g-('ég =+ 1).
5 Wegens (1.2.12) geldts

di = 2 . :
19gh(zft) = gililg" Tizh Joo(z+%gt+%h/t)

en kunnen we ons rustig beperken tot de bestudering van het gedrag van

g (z]D).

00

We zullen ons nog een beperking opleggen, n.l. alleen de modu-
laire substituties beschouwen, die tot| 3 behoren, dus de substituties

(6.1:1) T 2%%_}_{%— met o({ 0(2), ﬂcg 0(2);

het zal blijken, dat hierdoor de berekening op verschillende punten
vereenvoudigd wordt.

Verder is het geen beperking fe onderstellen:

We gaan nu herleiden:

X T+ 3 2 2W;
(6.1.3) W (oE—p| 2 —;OO' evljéig eﬁis '
< 00 ]t+ g¢'+‘ T e

O(L +/5 02

‘Tegens %;;—4%- J d’]L YGTsT kan de factor e f‘ * _ geschreven wor-

Wl—mz
den als e J )L+ + het ligt dus voor de hand in de (absoluut
convergente) reeks in (6.1.3) te sommeren volgens restklassen moduloj/.
Stel:
(6.1+4) m =yn + k (n,Xx geheel en 1€ f)
Nu is >( n+k) ~dd/n + athk + 2'2 (mod 2) wegens (6.1.1) en dus

{ l
krijge g we:s _iﬂl - n+k 2 Tio(ynek

'& z )o(c + _ N\ ﬂl}?{k -Tflzi.dl__*‘é eg—lo—u——-y—ld,“_ 7

" e = ® : ~

oo(f?:3'2z+

Toepassing van de sommatieformule ven Poisson (zie TF 3) levert:
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2
S..,_.,_ 'ﬂi—?—-kg = /+oo L%}% %(ﬁmk)-&‘ﬁim
=7 ° L fo o 1Y |

deze toepassing is geoorloofd, omdat reeks en integraal absoluut con-
~3
vergeren op grond van Re(m) < 0.
Ter berekening van de integraal schrijven wij

V 2
X+k 2z
JTesT T T (x+x) + 2nx =

=F%Ty{({x+k)2 - 72({3:-»1&) - 2(/f+g)n(JX+kﬂ
(Z+ Z_L__-l-)/ )2 2?’1

T”/ >O) krijgen we dan:

W[(J/x+k) --({z-%)[wﬁ)nj +

2 7,
wegens / ~XyS gy = \/ /x (Re > 0, Re

=00

X i 2 2Tikn i <—+(S gy
- —k°~ _+o0. + -—3‘%( WA LLE, e
KL 4p + T+ e L+
Vo (gl iity =) e 4 e & ;e
{{L+ /)«L +& %o Z:I}E 63f/t1
i igz 2
+00 . -~ (xk ~2kn+2n ) -—L—-» + 2fizn + T iln
< J— T L Zc+¢f
T b =T J’
waarbij \/ X+5 met positief re€el deel genomen moet worden, Nu is
EL(ox®-2un+ fn?) 2 %8 (ok?—2kn+in?) .
e = e

Immers od = 1 + 9{ terwijl
f*  (Xx°-2xn+bn?) =ot /3k - 2kn;a+(»’5
ten duldellgkste een even geheel getal is op grond ven (6.1+1). Verder is

7- L od (xkP-210+50°) n i“}*(‘xﬂyk 2-2fkn+ §%n°)

e = £ =
2
TiE2LE 25202 ofine $Pn?) T ig-(k=8n)?
= e a' . e J = @ .
We stellen nu kortheidshalve:
A g 2y2
\ [ k
(6.1.5) S(3) =2 e T,
k=1

Mif = o
(6.1.6) Woe IC¥0 0V 5 NJ:J

en vinden dan tenslotte:

_ @ TL 7 i-2(k-fn)2 9
ol 4! A
Z/Q oo( z ) L+3) AN '3 ' eZifizn-n»h n- _

'————g. i V4 e
!H' ==00 k=1

=

—. 2
oo L mi%k _ -2 o
W > | ......._-S e eZnizn-&»ii’:.(.n = WS(*—O'{-') i‘«S. (z/l")
n=--00 k=1
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Hiermee is de voorlopige vorm van de transformatieformule gevenden .

We moeten nog de som (6.1.5) berekenen, een som van Causs. Hierbi}

speelt een belangrijke rol het begrip kwadraatrest, dat we nu eerst
bespreken.

§ 2. Kwadraatresten. Symbool van Legendre.

Zij p een oneven priemgetal. De gehele getallen kunnen ingedeeld
worden in p restklassen modulo p. Die restklassen vormen een lichaam
en kunnen gerepresenteerd worden door de getallen 1,2,e¢..,Dp.

Zij nu T een willekeurig geheel getal, waarvoor geldt: (r,p) = 1,
deWeZae D A r. We noemen r een (kwadraat)rest modulo p, indien de rest-
klasse van r een kwadra.t bevat, dus indien de congruentie
(6.2.1) x° = r(mod p)
oplosbaar is. En r heet een niet-rest als (6.2.1) niet oplosbaar is.

Uit de definitie vloeit onmiddellijk voort: is r kwadraatrest modu-
lopenr'= r(mod p), dan is ook r' kwadraatrest. En omgekeerd. Rest
zijn of niet-rest zijn, is dus een eigenschap, die aan een restklasse
als geheel toekomt.

Uit x° = r(mod p) volgt (x+hp)2 = r(mod p) (h een geheel getal).
Dientengevolge leveren de kwadraten 12,22,...,(p~1)2 ons reeds alle
resten. Ve laten zien, dat onder deze getallen juist Egl incongruente
getallen voorkomen, en wel elk twecmaal. We hebben nl.

1) (p-1)° = i%(mod p)

2) s 1€1< 5<%, dan is 1% 5 3%(moa p)¢ vant wiy 1%z 57
zou volgen (i-j)(i+j) = O(mod p) en dus, omdat p een priemgetal is,
hetzij i~j = 0(mod p), hetzij i+j = O(mod p); dit kan niet wegens
0 < j#xig p-1.

Van Legendre is de volgende notatie afkomstig:

(%) = +1 indien r cen kwadraatrest is modulo p,
(6.2.2) \(%) = =1 indien r een niet-rest is,
X(%) = 0 indien geldt: p/r.

Gemakkelijk ziet men in, dat het door (6.2.2) vastgelegde symbool
multiplicatief (in sterke zin) is t.o0.v. de teller in het symbool. Want
allereerst is r,r, een rest, als r, en r, dat zijn. Is verder (r,p) = 1
en r~ ! de inverse ven r, duw.z. de oplossing van %’" = 1(mod p), dan
geldt: is r een kwadraatrest , dan ook r"1, en omgekeerd. Hieruit volgt,
dat het product van r,r, van twee getallen ry en r, dan en slechts dan
kwadraatrest is, indien ry en 1, beide rest of beide niet-rest zijn.

t
"
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We willen het symbool van Legendre ook definiéren voor het geval
dat dc noemer geen priemgetal is. We interesseren ons hierbij niet me.r
voor hect verband met kwadraatresten, maar verlangen ecn symbool, dat
ook t.o0.v. de noemer multiplicatief is. We krijgen zo nl. juist het
gsymbool, dat we bij dc sommen van Gauss nodig hebben. En wel, als n
cen positief oneven getal is met priemfactorontbinding

k
n=peeen®  Qogyeeank D 1),
dan dcfiniéren we:
k k
ry _ (31 .y s
(6.2.3) ($) = (p1) (Ps) .

§ 3. Berekening van S(O‘l Afhankeliijkheid van X .

Zij y”>0 en oneven. Wegens (6.1.1) is dan X cven, dus X= 2a (a
gchecl). In de som (6.1.5) mogen we dan n een willekcurig restsysteem
modwy'laten doorlopen. Verder is (&, d’) = 1. We zullen bewijzen:

6. 2ay _ (-2)g 2
(6.3.1) S(() (J) (J)(J)

Deze formule houdt in, dat s(%) op factor +1 na gelijk is aan S(J&).
De bepaling van deze factor was voor Gauss de hoofdmoeilijkheid bij het

berckenen van de som (6.1.5). Het bewijs van (6.3.1) geschiedt in drie
stappen.

1, XA is een (oneven) vricmgetal.
v
Dan is

Wigir
| c I <o,
r mod]’
dus —
Fl““T K1—~r
Pl (e S (F+ne 0 -
r mod% L r mod{
’ o< No S
. Nisr Tismn
=1+ 2 \4..__...*._ e © 7 - : ¢/ ’
r mody , (TT)~+1 n modJ

. 2
aangezien bij het doorlopen van een volledig restsysteem n~, modulo
gerekend, éénmaal de waardc nul aanneemt, en verder tweemaal als waar-
de elk getal, dat een kwadraatrest modulo‘f’is, Dus:

™
TisTr
(6.3.2) EZ:::::,C—-) e 0 ( Z'een oneven priemgetal).
T modj‘

In de som rechts mogen we natuurlijk r vervangen door br, als maar
(b,a/) = 1 is. Nu is op grond van § 2:
(BE) = (=) (L),
dus J J J
b

— . Ty 7 1%2
(6+3.3) (%) =2 (D lJ =Z(h§)e 1{ :
J T modjr J T moid/ {

_ . D Nar A by

1l



Dus in het dijzondor
s<-25—> - <§—>s<%ﬁ>.
dat is (6.3.1).
2. Y is macht van een priemgetal.

{: pk met p oneven, k > 2. Formule (6.3.2) geldt nu niet meer. We zetten

k-1
n = n,p + Ny3

doorloopt hierbij nq een volledig restsysteem mod p en n, een volledig
restsysteem mod pk"'i , dan doorloopt n een volledig restsysteem mod pk.
Dus geldt, als we nog letten op 2k~2 > k:

. 2T 12n2
S(?"g’) = 5...,,,___ - e ?i‘n =

n mod p
D)

= 2_2ke2 k-1, 2
2 T iGs(n5p +2n.n,p . +n5)
2 Aty 1% 2) _

k-1

n1mod p,nzmod P
> 2 13_115?——————- 27 lan1n2
S e Ty e

n,mod p =1 "ﬁ;fﬁai P

De som over n, is alleen van nul verschillend, en dan met name gelijk
aan p, als p/n2 is. In dat geval kunnen we zetten n, = pm én m een vOol-—
ledig restsysteem mod pk"2 laten doorlopen. Dus geldt:
2
—— . m

T 2/ ia———s
(6.3.4) sE=p) L oe  p?=ps(-E).
D m mod P P
Voor k even vinden we zo:
/
b S(g-;?;) = pk’2 en ook S(-%): pk/e;
D D
voor k oneven daarentcgen wegens het in 1 afgeleide:
k=1 k-1

s(38) =0 % s(38) - @) 2 s
; |

en k~1
2
S(“T::-) =P S(

D ;
Hieruit volgt (6.3.1) als we slechts bedenken (zie (6.2.3)):

TN
S

(&) = + 1 voor k even,

(%) voor Xk oneven.

3., Het algemene geval. -
Zij §= % /2 met X, {2> 0 en ()/1,9’2) = 1. Met de onder 2. uiteen-
gezctte methode volgt nus (n 3/ +n J )2

o rig—tt 1 202
=> . 172

—£2 )
r1j 2 n1modJ’2,n2modJ/1

S(

]




B?"12 Yze

Z Y 1T 27rie~7= Ny 2a n) S(Qa 2y
2 1

= §(
:y T2 Y
dus ook
2y 2
2 - 1y « 2y .
s(—-—-—-—-m ?!2) S( Y ) 5( 51)
Indien (6.3.1) geldt met noemer ){1 en met noemer Xgr dan is
2a ¥ a f X 2 ¥
1y _ ,1 q(2 _ (-2 1 2 ) - (-&.)s 1
S( 1 ) = ( 7 ) (3/2) (T)(.?E)S(_TE) ( 3,2) (“y{'),
dus y

2a a e 1 a 2
S(— = ( )( ,)s( )S( 2) = ( )s( ),
% Vs % V L%y e
0.a. wegens (6.2.3) en (6.3.5). Dus geldt (6.3.1) ook met noemer 3/1 Xz.
Zo is (6.3.1) door volledige inductie te bewijzen.

§ 4. Berekening van ‘51_-%7) voor ¥ oneven.

Definiéren we nog S(=<- ) = S( , dan blijven beide leden van
(6.1.7) hetzelfde als we « 31 Y 6 allen van teken veranderen, omdat
1?;0 een even functie is van z. Dus geldt (6.1.7) voor ¥ £ O.

De volgende overweging zal een bron van imformaties blijken te zijn.
Voert men achter elkaar uit twee modulaire substituties

Ay r +, f5 :2(1‘(':+/§1
X2t+€? t,‘zmmet 31;40, \{2740,

dan is het resultaat weer ecen modulaire substitutie

1€‘>,

®

X T8 (Xel2y

) AN IR S R PP ¢
door toepassing van (6.1.7) voor z = O wordt W (O]L ) op twee ver-
schillende manieren uitgedrukt in 7};0(0}0 en verkrlggen we relaties

tussen sommen van Gauss (zouden we niet z = O inwvullen, dan zouden au-
tomatisch factoren met z tegen elkaar weg moeten vallen).
Als eerste toepassing kiezen wij (o ;é 0, ¥ #0):

1/31 RN Ao 3o

7{ )=(’q, \); (-3,2 )—(}(%)
zodat 4

(9( )y = (9-h, T - L s

b S S B L - Sl
Ve hebben enerzijds (vgl. (1.3.2)):
(6.4,1) V0 - L) = VAT ! P (olT) (Re \/Tit > 0),
anderzijds of \
(6.4.2) 7}20(0"[2) = ’)7' (O] YZ:*'( (--) \/ (O}'C)r:
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met et e

’B/
Nu is -
¥ 0 Y(-AT-0) +5(xTax) _ T
XXC““ (A7 +y) slat +y) °
Omdat —-—41—1L kennelijk positief imaginair deel heeft en we

"2
Re \/--1 ——~§:—§~ positicf moesten nemen, geldt zelfs

) 5 [+
}arg\f o —1 ’ </h.
Evenzo 3

\ar'p; \/ 1T ‘(7/4 |arg V 5C+Z
Schrijven we dus

\/«i IS \/"ZTCT? -z

Q2P

e / we ] — = \t
X -;é

dan geldt =

{am Vyg*h(5hﬂ
en dus

-

arg V Ay 1=+ 7T/h,
al naar gelang = ¥ > 0 of < O is. Door vergelijking van (6.4.1) en
(6.4.2) krijren wo dus:

(6.4.3) S(%) S(i'-;?—) = Vaywi,

b e, e

waarbij arg VA 5y i = +7/4 isend , 2, 3’,6 gehele getallen zijn met
£ 0, ¥ £ 0, A% -pY =1.
Gevolgen van (6.4.3).

I. 213 Y = 3(mod 4), ¥ > 0. Dan mogen we kiezen

A i 2 -1

(y ¢) = ¥ §/+,:,

immers :iéh— is geheel 2n de determinant is 2 Elg;j 3”: 7. Du:
—
S(-%—) S(52) =N 2yt = (1Y
‘ c -7
Wegens S(%}) = T+e = =1-1, vinden we:
(6.5.4)  s{(Z) = 1Yy -
b s 2 -1
II. 213 Y=1 (mod 4), %> 0. Nu kiezen we (U § ) = 4.y ) en
-

vinden dan wegens S(TF)

(6.4.5) (Y) =VY .
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We kunnen (6.4.4) en (6.4.5) aldus samenvatten

(6.4.6) S(—%—) = ey VY ( ¥ oneven, positief)
met ¥

T voor ¥ & T(mod &
(6,4,7) €Y T 1 voor ¥ = 3£m0d i}}.

III. Op dezelfde manier vinden wij
(6.4.8) S(:Ser) = 'e"L \4’3’* (\J ~neven, positief).
¥

We kunnen nog als volgt ey in één formule uitdrukken:

(5 —1)2
(6.4.9) e =1

Uit (6.4.5) en (6.4. 8) volgt op grond van c(x 3 (het getal a aldaar
mag negatief zijn!): 5 1

(6.4.10) (-3;-) = (-1) B ( 6 oneven positief),.

5. Voltooiing van de berekening. De kwadratische reciprociteitswet,
Ve passen nogmaals het 1n {4 genoemde principe toe en wel met

3
(?HJ}):(J (;25')40"‘)«#0@/;40
Dan is M* f?x ;
e o s (f )
Fod S - V ;‘z:ﬂ s VL oo
en . - S 2 /9 3/ ﬁ
G R s} Oo(o/t).
Dus geldt o —
(6.5.1) S(Z) = _3_;___ S(-—:—i) voor o(/ 0(2),

waarbij | arg \/ ‘é 341”’ dus arg \/-L— =+ T/4 is,

We willen thans berekenen 8(7—) voor J even, positief, dus X on-

even, S‘tel[ = ch met ¢ oneven , k) 1. We hebben allereerst:
71 o — hiex
(6.5.2) S(%—-)=1+e 2 =£ ' 2e i ,
waarin £, = + 1 zodenig bepaald moet worden, dat
i
\arg fye \<T/2 is. Voor X = + 1(mod 8) is duB f = 1
voor /= + 3(mod 8) is £ = -1. Dus kunnen we schrijven:
% °-1 _ox®
(60503) fo( = ("'1) = ( 1)
Verder is T L gk T i
(6.5.4) S(%S:—).-:1+e T+e7‘1‘><+e T:Za _f

Terloops rekenen we het symbool (-E(%-) voor ® oneven, positief uit,

aan de hand van (6.5.4) en (6.5.1):



- L

§0
i . —
T s(5) =& sz u\/Z (-@sr"—) =V EZ, ) e Vo

dus X =1 o -1 o< ~1
2, _ Tig— ('—"2"") > T
( X ) = 90, e = 3 ’
' 2
AT =1
(6.5.5) (-%—) = (-1) g ( o oneven, positief).
Tenslotte herleiden we, eerst voor cx>0:
- - e k=1
Xy _ /31 - \ 2 2 1
S(?)—\/%{—S(—g-) "'L—( )S( ) Vyi( )E&"“
521 (2o 2 ol
< ¥ 2

% + .
= (':%') \F i 4 = (-—?—-) VE( i .
Voor & ¢ O gaat de herleiding eveng. Samenvattend geldt:
7 i

(6.5.6) S(F) = (£ Vg e

Ve hebben ook nog voor 7 oneven, positief, met X = 2a, lettend op

(6.5.5): (_{2:-1)2

( )y even, positief).

S(5) = 83 = () e\ -<5)v(f . Z

— =(y -1)
(6.5.7) S(5) = () Vy e ks
Door (6.1.7), (6.1.6), (6.5.6) en (6.5.7) is de vorm van de trans—
formatieformule voor wo-oo(z |T) volledig bepaald.
Het symbool van Legendre bezit een merkwaardige eigenschap, waar-

( )~ oneven, positief).

van het bewijs na de voorgaande analyse geen enkele moeilijkheid meer
biedt, en dat we daarom hier reproduceren. Het is de z.g. quadratische
reciprociteitswet, die als volgt luidt:

Zijn ¢ en 7 twee positieve oneven getallen, dan geldt:

(6.5.8) (-O-‘-)(l-) = (-1) 2 2

verder is voor X oneven, positief
' 2
y -1 y -1
(6.5.9) (&) = (-1) (3 = (-1 7

Met behulp van deze wet en de definitie (6,2.3) kan een willekeurig sym-
kool (-%3—) snel uitgerekend worden.
Bewijs van (6.5.8): We hebben S(gﬁ-) = (=) ea,»\/g: e’

7 T
. . . 2 ., .
D D S Y
S(z%&- )= e = € =
n mod 2f‘( nimodx ,n,mod 2
< -l "a”gm - 1Kt -2% \ (=
- > e = S(=5—) s( g%).Nuis
n,ymod X ,nzmod 2
XA - ICi
) -—77‘1-3:7- - Vo
S(ZIX ) =1 + e =1F 1= \,. 2 met minteken voor

Xy'=1(mod 4) en plusteken voor o&faB(mod 4).
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sGE) = () g Vax o 7.

Uit (6.5.1) volgt dan:

) mi T T i

(£ ey =eF (Heye T oD ey,
dus e ---E—-Oc-1 -“—2—%’-1
(6.510 () (&) = é“ix"ez;‘ = (=1) '

De formules (6.5.9) werden reeds bewezen als (6.4.10) en (6.5.5).
Opmerking. Het verband tussen theta-functies en sommen van Gauss blijkt |
ook nog duidelijk uit de volgende overweging. Zij < }”EO(mod 2) en D
een driehoek uit de modulaire vlakverdeling met —j;— tot hoekpunt. Er is
%S-E{—g- Uit de transformatieformule en
o ) /
¥ (01T)—>1 voor I —icovolgt nu:

00 !/-—-—-—-—-——-—-;—‘ -
7’] ¢ G’f :' Q/ ™ . g .-. -l y "X 1

voor 7155, 712D ds v (010 8(3)/ -1(T+ =) S(z \fm*«
zodat de sommen van Gauss in zekere zin bepalend zijn voor het gedrag
in de buurt van een rationaal punt van de reéle as,

een modulaire substitutie Z' =

é 6. Verband tussen theta-functies en modulaire vormen.

We brengen enige definities in de herinnering:
Een functie £( I ) heet modulaire functie, indien:

1) £(7 ) is op polen na analytisch in 7 voor Im Z > 0,

2) £f(7) is invariant voor de modulaire transformaties uit G,

3) als functie van eQTTiTz q2 = x heeft (T ) hoogstens een pool
in { = i, anders gezegd: voor { —*ioco geldt een reeksontwikkeling
(T = :f"“a 2Tin T

£

Een gehele modulaire fundétie is een modulaire functie, die analytisch
is in het hele gebied Im{ > 0, ( eindig.
Een functie F(CD1 :C*ig) heet modulaire vorm, indien:

1) F(4,%2,) is homogeen in &, ,’632, zeg met dimensie -k en

k

oy F(OJT,CJZ) is als functie van T = -53—2- op polenne ana lytisch voar Im .3 > Q,
p . .

2) F(@,,%%,) is invariant voor de modulaire substituties
=1 ) = YO w
Cpl =Xy kL, Wyt =Y T

2
3) Cn3-1k F(¢D,,9,) heeft als functie van e?w

pool inl = iw.

Een gehele modulaire vorm is een modulaire vorm zonder eindige polen.
Men onderscheidt ook modulaire functies en vormen van hogere trap. Zo
verstaat men onder een modulaire vorm van trap N een functie F(('»lI ,QE),
die voldoet aan:

it hoogstens een
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1) F(wyq,w,) is homogeen van dimensie -k in AJ1,QJQ enAJ§F(4ﬁ1fdQ
- w

is als functie van ( = —— op polen na analytisch voor ImIf:> e,
2) Flw 4y¢95) is invariant voor de transformaties

w§=mw2+pww w{=102+5m“
behorend tot de hoofdcongruentiegroep van de trap N,
3) In de spitsen van het fundamentaalgebied heeft ;g%F(QJ1,AJE)
hoogstens een pool, gerekend in de bijpassende variabele
2771--—-—%"1"*
e yore |

De hierboven gedefinieerde vormen zijn dan van de trap 1.

We kunnen gemakkelijk een overzicht krijgen over de modulaire

functies en vormen van trap 1,
Stelling. Een modulaire functie f(7) is een rationale functie van J(7);
een gehele modulaire functie is een geheel rationale functie van J(C).
Bewijs. Zij J een willekeurig complex getal # 0,1,00. Er is één punt 7~
in het fundamentaalgebied van de modulaire groep, en wel geen hoekpunt,
zodat J = J(L); de andere punten T uit het bovenhalfvlak zijn daarmee
aequivalent, Een en ander houdt in, dat T een meerwaardige analytische
functie T =T (J) is van J, zolang J # 0,1, . Door overgang op £(7)
wordt die meerwaardigheid weer te niet gedaan; f£(T) is een op polen na
eenduidige analytische functie van J,

Beschouwen we nu J = 0, dus Z‘=f>. Neent f(T) in een cirkeltje om

T = p een bepaalde waarde aan, dan wegens de modulaire eigenschappen
3m keren (m een natuurlijk getal), dus of £(7) - f(f) heeft een 3m~vou-
dig nulpunt in 7 =y df £(I) heeft een 3m-voudige pool in T = ¢ (m een
lnatuurlijk getal). Verder heeft J(7) een drievoudig nulpunt in T = F
(zie TF 5,10), zodat (Z’—F)3 analytisch is in J. In de buurt van 1 =
is f(T) te ontwikkelen in een afbrekende laurerntreeks naar (I’-())B, dus
ook naar J in de buurt van J = 0, Hetzelfde geldt in Jd = 1. Voor J — 0,
7 —> 100 heeft f(7) een afbrekende Laurentreeks als functie van e? TiT
en J(T) een pool van de 1° orde; weer is £(T) te ontwikkelen naar J.

Het resultaat is, dat £(7) met inbegrip van het punt J = ® op po-
len na analytisch is in J. Dan is f(I) een rationale functie van J. Dit
wordt een geheel rationale functie, als we bovendien aan f(r) de eis op-
leggen geen eindige polen te bezitten.

Stelling. De dimensie van een modulaire vorm is een even geheel getal;
de gehele modulaire vormen van negatieve dimensie -k worden geleverd door
gen N-ledige lineaire schaar, waarbij N gegeven wordt door

- i% voor k = 2(mod 12)

(6.6.1) N =i-., A
Q% + 1 voor k ¥ 2(mod 12),
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2 2 no_A
Bewijs. De functies 1, 8y 83y &3, 8835 8383 samengevat &> gB’ met

K= 0,1,2 en A= 0,17, 2ijn kennelijk gehele modulaire vormen, resp. van
dimensie 0, -4, -6, =8, =10, =14,

1) gy = gv(z.)1 ,ldg) een willekeurige gehele modulaire vorm van
negatieve dimensie -V, Substitutie van (V1= =0y, (»1' = -(;)1 levert

wegens 2) g (—w*.,,‘-fdg) = gy(u1,t~)2). Echter is:»)v.lgv wegens 1) inva-
riant voor deze substitutie, dus (- iy )vgy(—w“—wz) = gv(w1,w2).
Dus (-1 )yg\' = gy’)) even gehecel, _

We vermenigvuldigen nu g€, met een der vormen gé‘ g? , zodat een ge~
hele modulaire vorm ontstaat, waarvan de dimensie cen 12-voud is, zeg
=12 4. Bij deling door aAM (c,\)1 ,wz) ontstaat een gehele modulaire func-
tie, o.a, emdat A £ O is, Deze heeft een pool van hoogstens de orde °
/l{ in T=ioo:
gygé/L g:? = A/}L(a/u J/"‘?’ ses 8-0) =Z: blmg% SI;,
in welke som gesommeerd wordt over l,m geheel en > 0 met 41 + 6m = 12/(.

Die som bevat zeker de factor gZK gj . Immers de hier voorkomende func-

. . . N 6\{2 . ! 2
ties blijven alle eindig;voor —;-‘-—)1~ =(3 is g, = 0, g3 £ 0; voor 2-3-;

is g, £ 0, gy = 0; dus voor K0 (A ) 0) moet het rechterlid minstens
/A factoren €25 resp.)l factoren g3 bevatten., Conclusie:

= i

668 ®y -4 ¢, 85g2 (c,  constanten),
YV Thmgmcel ens 0 S N im
21 + 3m = V/g‘

Omgokeerd stelt (6.6.2) zeker een gehele modulaire vorm van dimensie
-~V voor.

Gevolg. Voor k = 2 is er geen modulaire vorm. De modulaire vormen met
resp. k2= 4,6,8,10,14 zijn op een constante na gelijk aan g2,g3,g§,
g283v g2g3-

Toepassingen, We stellen in het vervolg kortheidshalve

Fan(0/T) = 9 ()

i . ¢ $ - <
I. Beschouw de functie f.](l.) = v go(f) +7 31(1) +( 6130({-).

Wegens , , —
® (ool T+1) =11 (D) I)OO({J—) = Vet z/“‘oo(t)
o (T#1) =é‘20<§> Po1(30) = V=T Fp(@
V(T = TSy [0 & - VT Y

— -1 _— . -
is nu £,(T+1) = £,(D), fT(_f- = 1 4:f1(i'). Dan is Fy(Wy, ) =w14f1(l’).
invariant voor de substituties

= ot Gy o lod = -y,

dus een (gehele) modulaire vorm van dimensie -4. Dus

i

i

my+m, T )
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Je waarde van ¢ bepalen we door te letten op het gedrag van beide leden

voor [—>ie : ze naderen tot 2 resp. 1@3<:§(4) = lé%-ﬁ4c (vgl., de

reeks voor L}gh(O/Z')). Dus ¢ = %7?'4,

- 1
(6.6.3) ﬂgom w"’%,(z‘) +u10(t) = %Q—— CAVNIN AN
in overeenstemming met de Vierde r&lat*e (4 4.4),
1I. Voor de functie £,(7) = ~p r10([’) +U J46(L ) vinden we evenzo
fg(f“‘") = - f‘?(z-), fz("" T) = —Z. f‘?(n.

D . 4 2,+ . .
us is wy f3 (T) een (gehel® modulaire vorm van dimensie -4, Wegens

fz(‘) = 0 voor (— i geldt dan.
(6-604’) - OO(L) +‘9é1(:) +U 10(2-) = 07

in overeenstemming met (4.4.3).
III. Beschouwen we de functie f3(f) Y OO(‘)“ 01( )& 1O(I) Voor T—» i

gedraagt f3(t) zich als (Zq%)a 28q2 = 28e2 11 ¥, De functie &);12f3(tﬁ

is een gehele modulaire vorm van dimensie -12, Nu is er een tweeledige
lineaire schaar van gehele modulaire vormen van dimensie -12, en wel
voortgebracht door gg en g%. Letten we op de derde en vierde relatie

—
(4.8.2), die we m.b,v, de functie<7k(n) =2 nog eens opschrijven

d/n
(e (2L )(Tg"“goz_@ G 4(n)g®™
(6.6.5) <

1
e, 2E)6( 1 7 + R

als

It
T

dan blijkt dat gg en g§ niet tot nul naderen voor [— ioco, echter

gg - 27g§ wel, We hebben nu:

A)"}z f3(r) = o(gg - 27g§)
en

2 24 \12 1 17y 2 _ gZI 12 2
dus

28 = c.(2 2)12
(6.6.6) 950,780 080 = HELZ A Wy, wyp,

in overeenstemming met (4.4.5) en (4.4.1).

7. Een algemene opmerking., Naar aanleiding van het bovenstaande wijzen
we er op, dat de theorie van de theta-functies en modulaire functies onaf-

hankelijk van de theorie van de elliptische functies opgezet kan worden,
natuurlijk voorzover men zich niet interesseert voor het verband met

elliptische functies. Zowel hierboven als in de voordracht van Dr Pere-
mans wordt alleen gebruik gemasakt van de relaties (4.8.2), ofwel (6.6,5)



en van het feit:
(f' r}y 1) N — 83 2 2 \-"\ ‘.J S
5.7, = g - 278% # 0 voor ImT ' 0, [Teindig.

Voor de relaties (4.8.2), die de Fourierontwikkeling van de reeksen Gn
geven, heeft Berghuis reeds een rechtstreeks bewijs gegeven, De relatie
(6.6.7), een gevolg van de eenvoudigste eigenschappen van de W—fune-'
tle, kan ook aldus ingezien worden: de functie

A" = 16En R G &y SPANG

is een gehele modulaire vorm van dimensie -12, Deze functie wordt niet

(oo *
nul voor Im ——-- } 0, op grond van (1,5.2), enw ﬁ% wordt voor
&
2. De functie —p = J‘r voldoet dan
AN
aan dezelfde eigenschappen als J; met J¥ i.p.v. J blijven de beschouwin-

{[— 10 nul van de eerste orde in g

gen van ()5 6 geldig, in het bijzonder is A“ = g‘% - 27 g§ =4,

Vervolgens laten we zien, hoe de functie G(T), in de eerste syl-
labus ingevoerd bij de afleiding van de productformule voor l}“(z/?’),
rechtstrecks berekend kan worden. We hebben !

: 0 . .
[/(}11(2/-('-) - '}(Z—)(eﬂ'iz _e—ﬂ'lz) Tr‘(., - q2n9271‘3.z)(1 - q2ne 27{’14)’

dus wegens (1,2,12):

LT4T e O _
{}01(ZJC) - oML - Tz Viqlz = 3T/0) =

i

=

}r - _ - ‘"-—.*’ - -y 7‘,—.- @.“ - e - —
TTLT gy (mBIiT _-2dz+3 10T (1-q201¢2708)y_ P+l -271z)

0 -
q-% 3(T) || (1-—2q2n_1cos 2z + q‘jfn 2).
n=1

We benutten nu de afhankelijkheid van z in de vorm van de differentiaal-
vergelijking (4.3.1):

il

0 10 1 D2
Wlogﬁo?m/r) =47ri}_ P o1 Z /) Dz2 m(zit).{ 20
0 2n-1 [ 00 2n o) no
= 27 ——9'-—2———1—~ = 2KilS -——(12—--2-- R
TGS (1) 1(&-:1 (1-a7) ;‘; (1 qn)l

Reeds is hiermee G(7 ) in p&lnclpe bepaald De verdere herleiding kan

als volgt geschieden., Uit ; _ nx™? -——-——-5-2- (x| 1) volgt:

n=1 (1-x
Q0 o0 m
6. ‘2 nx ST mn= X ,
(6.7.2) ﬁn e Rrewsy:

dus

o
_:.‘): 1og19 01(2/T) ...m[ .;.f__lig-z:i%fj:

L

QO r4_.M2
a‘a.,.log [ i;%—}l—,

n=1 1=q
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00 .
1901(7) = q"%G(T) ’ ‘1 (1-g2n-1)2 _ ¢ ‘]370 (1 _9

n=
Letten we op het gedrag bij t—iwm, dat is g—>0, dan bllgkt c =1 te
2ijn, Dus on 1
(6.7.3) 6(r) = a3 71 (1202 U=a ) _ 37 (1M,
n=71 1—q 1-q n=1
De formule 1&{1(9/[) = Ui ﬁbo(olt) ﬁo1(O/C) &HO(O/T) is nm onmid
dellijk te verifiéren.

Uit (6.6.6) leiden we nu een formule voor /) af:

1 00
Voo™ = a7¥6(e) T (14022712
n=
¢
Vo (T) = q 26(7) /OIO (1-g°02~12
n=1
‘910(1) - 26(0) 71 (1+4g27)2
n=1
dus _
A (Logs ) = 16510 2 "4@(0117 (147277 (129777 1><1+q~?n>j
A

wat wegens

17 (140257 (1442%) (1=g721) = T7 (1aq™) 10 -
n=1 n=1 1-q

levert "
(6.7.4) DN (g, 8,) = (2")12 Zﬁl“ _g2n)24,
Dé arithmetische functie L (n), vastgelegd door
(6.7.5) Xﬁ~(1_xn)24 S ST ()™
n=1 fl_‘—:T

heet de T -functie van Ramanujan. We hebben dus:

(6.7.6) (g_..)mA (L2, 09,) -E_Tf(n)ez TinT
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Colloquium over theta-functies.

Voordracht door Dr Ir A. van Wijngaarden.

21 Mel 1952.

ARTITHMETISCHE ASPECTEN VAN DE THETAFUNCTIES

1. Delerfuncties.

De delerfunctie Gq(r) is gedefinieerd als de som van de q-de
machten van de delers van het natuurlijke getal n (met inbegrip van
1 en n). In formule:

G'q(r):: d% a<. (7-1-1)

Zo is dus bijv. Go(r) het aantal delers van r en 61(r) de som van
de delers van r. Als de factorisatie van r bekend 1s, is Gq(r) ge -
makkelijk te berekenen. Men behoeft echter niet alle delers te bere-
kenen en tot de g-de macht te brengen. Immers, als r = pn (p = priem)
dan is blijkbaar
G _(pM)=p"? + p(n~1)q +...p%+1 = Eﬁfjilgll. (7.1.2)
q pd-1

Zijn voorts a en b onderling priem, (a,b)= 1, dan zijn alle delers
van ab Jjuist de termen die men bij termsgewljze vermenigvuldiging
van > d(a). = d(b) krijgt. Hieruit volgt, dat

Gylav)=0c,(2) o ((v), als (a,0) =1 . (7.1.3)

Men zegt dan, dat & (r) een multiplicatieve functie 1s. Zo is
bijv. 0’3(2)= 8 +1 =9, 63(32)= (39-1)/(33—1)= 19682/26 = 757 en
dus 1is 0'3(18)= 9 x 757 = 6813,

Natuurlijk slingeren deze functles wild, maar een vrij scherpe
schatting is gemakkelijk te verkrijgen. Immers

Gy(1)=1
Gq(r)Erq + 1, als r>1

r [
g (r)< hHE¥< v nn?=7Z() rY,
a 1R 1
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waarbij hier en in het vervolg Z(q) de zetafunctie van Riemann be-
tekent. Dus

G'q(r) =9r9, met 1 <9 <%(q) als r>1, enD=1 als r = 1. (7.1.4)

Als q groot is, is de schatting van ® blijkbaar bijzonder scherp.
Een aanvullende definitie voor r = 0 luidt

S4(0)= % T(-a). (7.1.5)

Specilaal van belang is het geval, dat g een oneven natuurlijk getal
is. In dat geval kan men blijkbaar ook schrijven:

Oppnq(0)= % T(1-2k)= - By /(kKk), k>0, (7.1.6)

waarin B, een getal van Bernoulli is, dus By =1, B, = 1/6,
By = - 1/30, enz.

Hier en in het vervolg zullen verder met x steeds grootheden wor-
den aangeduid, waarvoor geldt x| < 1. Functies van x zullen met hoofd-
letters worden aangegeven en de variabele wordt dan niet neergeschre-
ven.

Voor q # -1 wordt dan gedefinieerd de genererendefunctie Hq:

00 n o0 20
Hy=3%(-a)+n n? E==37Z(-q)+nm o™ =
1 1-x 1
oo
=1Z(-q)+ r @, (r) x" =7 5 (r) x. (7.1.7)
1 a o a

Voor g = -1 luidt een aaénvullende definitie

1 o 41 x 1 = Ny xF
H ., =-p5rlogx+n n n=—§¢10gX+11‘6’.1(1“)X-

1 1-x
(7.1.8)

De keuze van de singuliere term is zo gemaakt, dat de afgeleide een

eenvoudige gedaante aanneemt. Immers, wanneer hier en 1n het vervolg

de operator X g% aangegeven wordt met een accent, geldt:

o) o0
HYy = - é% + ? ? m x™ = H, . (7.1.9)

De differentiatieregel voor Hq met g # 1 1s niet zo eenvoudlg. Voor
een oneven natuurlijk getal g zal in het volgende een regel worden
gevonden.

Door in (7.1.8) onder het rechtse somteken te differentleren en de
uitkomsten te vergelijken, vindt men <51(r) =r G_T(r), wat slechts
een bijzonder geval 1s van de overigens triviale relatie

Tqy(r)= rd S_o(x). . (7.1.10)
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Voor practlische doeleinden is het vaak beter de term met r = 0 apart
te houden. Bovendien is het vaak handiger H2k-1 zo te normeren, dat
de constante term 1 wordt voor q # -1. Daarom zij nog gedefinieerd de
functie Poy_q door

P omemie s B =1 - T s (r) 5T, k0. (7.1.11)
2k-1 o(1-2 2k-1 ng 1 2k-1 ? ST e
Voor toekomstig gebrulk zijn-enige dier functies hieronder uitge-
schreven:

Py=1 - 24 011.'-0 C’>’1(\.f=)3cP (a)
Py =1+ 10.24 ? GB(r)xr (b)
Pyo= 1 - 21.2% ? Gg(r)x" (c)
Po =1+ 20.24 :13 S (r)xT (a)
- (7.1.12)
Pg =1 - 11.2% ? Gg(r)x” (e)
Poy=1 + 3120 24 ?6’11(r)xr (£)
Pig=1 - 24 ?613(r)xr | (g)
Pig= 1+ %%?-%.24 ?615(1'){ (n)

In speciale gevallen kan Hq ook In een andere vorm worden geschre-
ven. Zo is bijv.

o Qo0 oo oQ n
-nlog (1-xM)= nm m ! x™ =1 6;1(r)xr =n n7! xrl‘
11 1 1 1-X
(7.1.13)
zodat ook geldt:
Co .
H 4 = - gg log x - ? log (1-x7). (7.1.14%)

Vervolgens kunnen delerfuncties van hogere orde worden gedefinieerd,
waarblj de tot nu toe ingevoerde als delerfuncties van de eerste orde
worden bestempeld, door als genererende functie het product van een
aantal genererende functies te nemen. Voor de tweede orde bijv.

H .H = r G (7.1.15)

(r).
4 9 0 44,92



Blijkbaar is
' r
c (r)=k 6 _ (k) ¢, (r-k). (7.1.16)
909" 7 o0 Y 92 |

Bijvoorbeeld is 61,3(4)= G, (0)0‘3(4)+61 (1 )63(3)+61(2)<>’3(2)+
+0, (3)63(1)+o’1(4)0’3(0). Het zal nu blijken, dat er merkwaardige rela-
ties bestaan tussen delerfuncties van gelijke en verschillende orde.
Deze zijn oorspronkelijk ontdekt door Ramanujan. Zijn gedachtengang
is echter zeer moeizaam en daarom kan beter worden aangesloten aan
een gedachtengang ontwikkeld door van der Pol.

2. De logarithme van 911(z/¢}.

Onder invoering van de notaties

s = 2Nz

x = q2 - eQTUiL

en onder de aanname, dat ImT> 0, dus |[x] <1, geldt de productontwik-
keling

911(z/r)= 2 i.sin g.x%{'ﬂh(T—xn)(1-2xn cos s + xzn), (7.2.1)
1

dus ook

log ©..(z/t)= log 2 + T4 +) log x + log sin 5 + " 1og(1—xn)+
&Y qql8/T)= 108 =+ 73 L Tg-08 gsingT 0

0
+ N log (1 - 2x™ cos s + xzn). (7.2.2)
1 .

Nu is
o k 2k B
- 2k
log sin 3 = log 3 + 2 )f (%21%1 T% °

o vk 2k
log 2 + log sin % = log 8 - 2 k. KT <52k_1(0). (7.2.3)
1

Voorts is
'n 2n n 1is n _is
log (1-2x cos s + x° )= 2 log &1—x e8| = 2 Re log (1-x" e %)=
0 n isym oo mn
= -2 Re m ff__%__l, = -2 W Eﬁ— cOSs ms,.
1 : 1

(7.2.%)
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Dus volgt uit (7.3.3) en (7.3.4%)

o
log 2 + log sin % +n log (1-2 x® cos 3 + xzn)m
1

0o k_2k
\%s oo kK 2K oo eo
log s - 2 11{ LT%YT!_ Cop-1(0)-2 LT%RT—-' 8! nom meXT A

0 11

oo r oo - k82k
log s - 2 f 3“1(r)x -2 f LT%ETTu Hop_q (%)
en dus tenslotte

- - s (_yk2k
log '11(z/r)n 5 1+ logs -3 H_1(x)- 2 $ ﬁT%ETT— H2k—1(x)

(7.2.5)
Dit ken symbolisch worden geschreven in de vorm
~-cos8 hs
L = log 611(z/t)m'%-i + log 8 - 3{%}+ 2{1——H—-—}, (7.2.6)

waarin ledere term tussen accolades eerst naar h moet worden ontwik-
keld en vervolgens h? door Hq(x) moet worden vervangen.
Men kan nu gemakkelijk naar s en x differentieren, bijv.

=142 {sin ng (7.2.7)
%L 1
S =--—5t2 {h cos hs} (7.2.8)
Js s )
~
x $E - - 3{n} +2x 2 {15808 sy (7.2.9)
De andere ontwikkeling van 611(z/r), die in onze notatie luidt:
co 2
8,,(z/)= n (-)" 2(nt)7  i(ndd)s (7.2.10)
toont, dat Gﬂ(z/'c) voldoet aan de differentiaalvergelijking
2 , 5
P 611(2/7) 9 _H(Z/‘L‘)
BSQ +2X-——-ﬁ—-——-—' =0 . (7-2.11)
Maar
2L

1. P}
55 = B (EA) I8 6 4,(2/7),

2
°°L 1 P 3L 2
- = 911(3/1:)‘ > 911(2/1:) - (5'3") )
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AL _ 1 2
ox ~ &g AT ox S (A
en dus geldt de differentiaslvergelijking

3L _
+2Xﬁ‘-0. (7'2‘12\'

Substitutie van (7.3. 7,8,9) levert

s? x g%-{ilﬁgg—éi} +{hs - sin hs} + % { hs(1-cos hs)} = sisin hg}e,

(7.2.13)

Door gelijkstelling van de coefficienten van gelijknamige machten
van 8, volgt hieruilt de¢ differentiatieregel van de functies H2n~1’ nl.:

-1
d _ 2n+3 n 2n .
* & fon-1 T mEnEly foner - (ort) Hoppq -Honoog-q5 B> 0.
(7.2.183
Dan is in de gewiJjzigde normering volgens (7.1.11):
12 p = p°
{ + Pz = P] (a)
5 P4 + Pg = PPy (b)
2
40 P4 + 27 P, =20 PiPg + 7 Pg (¢)
9 P4 + 10 Py = 6 PyP, + 4 Py Py (d)
‘ 2
420 Py + 691 Pyqy = 350 By Pg + 231 Py Py + 110 B¢ (e)
691 P4+ 1575 Pyy = 691 Py Pyq t 455 Py Py + 429 Pg Py (£)
3600 Piz + 10851 Pig = 4200 P, P13 4+ 2764 P3 Pyq + 2600 P5P9 +
+ 1287 P$ (g)
(7.2.15)

Iedere vergelijking geeft een arithmetische stelling, bijv. geeft (a}
_12.245 ro, (r) + 10.24 S,(r) = 24%. 5, (r),
1 > 1,1

o, (r)+ 503(1‘): 6 ro,(r)+ 12 r%‘l 1 (k) o, (r-k).

Afgezien van de directe betekenls volgt hierult, dat

G&(r) + 5 dj(r)s 0 (mod 6).
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Dit echter is triviaal, want 4 + 5 & = 0(mod 6) voor ledere d. Maar

er volgt ook
51(2r)+ 5<55(2r)x o (mod 12),

en dit geldt niet voor ledere deler afzonderlijk. Immers 18 bijv,
2 +5.2 = 42 =6 (mod 12).

3. De fp -functie van Welerstrass.

Vergelijking (4.2.5) luidt in onze notaties met u = W.Z = mp 83

w Vi w ~2
()% B (W)= - ot . 5 - —bﬁsg log 8,,(z/), (7.3.1)

en vergelijking (%.5.5) luidt dan

11 %
- o =2 H, (7.3.2)
zodat geldt
W1,2 -2
(%) QW(u)=s"" + 2 §n(1 -cos hs)j. (7.3.3)

Men zlet hier nog eens duldelijk de pool van de tweede orde en het
cntbreken van overige termen van even orde In de ontwikkeling van
®(u). Tevens echter zlet men, dat de H-functies eigenlijk niets
anders zijn dan de ontwikkelingscoefficienten van{§ (u). Inderdaad
uit

_ 2.7 2n-2

Glu)=u™ + 0 oy (7.3.4)

volgt -
n 1y-2n 2

°n = (Y =) ey Henote (7.3.5)

zodat in het bijzonder
w W
gy, = 20 ¢, = (,Z-I‘-)"4 20 Hy = () 4 T% P, (7.3.6)
W w
- -6
g5 = 28 ¢y = - (57) 6 % He = (m) " 275 Ps- (7.3.7)

Door nu (7.3.3) te substitueren in de differentiaalvergelijking

2
d ifuz =6 6,2(11) - % g (7.3.8)

verkrijgt men opnieuw een relatie, in symbolische vorm:

{% (hs)3 - (1 + %E (hs)a)hs(1—cos hsl} = s{ hs (1-cos hs}}z.
(7.3.9)
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Na gelijkstelling van de coefficienten van gelljknamige machten van
s volgt dan

12n(2n-1) ™2 onop \
fonst = TEZ(aEsT X (ok’) Howwr Bapopyeqr R23. (7.3.10)

In eerste instantie is dit dus een recursievergelijking voor de
Hy,_1- Men zlet, dat iledere Hy,_, (n24) rationaal in Hy en Hg kan
worden ultgedrukt, of wat hetzelfde is,cn in g, en 33.

Ultgeschreven in de P-notatle luiden enige van de bovenstaande

identitelten:

Py = P% (a)
Py = Py By (b)
691 P,y = b4t Py P + 250 P (c) (7.3.11°
20 P35 =9 Py Py + 11 Py Py (4)
25.3617 Byg = 44,691 Py Py, + 39000 PgPo+ 21021 P? (e)

. o e

Dit systeem is niet onafhankelijk met (7.3.15), maar veeleer
wordt een volledig systeem gevormd door vergelijkingen (a), (b) en
(¢) van (7.2.15) tezamen met (7.3.11) of ook door (7.2.15) met
vergelijking (&) van (7.311). Nu kan men omgekeerd trachten zoveel
mogelljk de producten P, P, te elimineren en den vindt men

nFk
PiPy =12 Py o+ Ps, (a)
PiPy =3 P4+ P, (b)
PPy =2 P4+ Po, (e)
PyPy = Pos (a)
PP, = 2 P4 + By, (e) (7.3.12)
PaPy = Py (£)
BBy = By b By, (e)
PsPy = B3 (h)
PsPg = Pizr (1)

maar verder vindt men niet zulke mocie relaties, IB de som der
indices bijv. 10 dan vindt men slechts:
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250 P1P9 + 231 P3P7 + 110 P5P5 = 420 P9 + 691 P11, (a)
(7.3.13)
M1 PyP. + 250 PPy = 691 Pyqs (D)
en er is blijkbaar iets loos.
4, Ramanujants tau-functie.
Uit (7.3.12, b,c,d) volgt:
)
P1(P3P7 - P5P5) = (P3P7 - P5P5),
dus
d ] A\
Py =x g log (P5 B, - Pg Pg). (7.5.1)
Anderzijds is
0 n padk
Pp=1-ekn Il & toe)x T (124, (7.4.2)
-X 1
en dus, als men stelt
g =120 a=x T (1-x)2"%, (7.4.%)
1

geldt
P3P7 - P5P5 =C g.

De coefficient van x in g is 1 en dile in PBP

- P5P5 is 240 +
3 3
480 + 2 x 504 = 1728 = 127, Bus 1s C = 12”7 en

7

PP, - PPy = G. (7.%.4)

En passant merken wij op, dat 1729 = 13 + 123 = 93 + 103 het
kleinste getal 1s, dat zich op twee verschillende manieren laat
schrijver als de som van derde machten van twee natuurlijke getallen.

Tezamen met (7.4%.4) levert (7.3.13) nu de manier om P1P9, P5P. en
P5P5 te schrijven in eenvoudige vorm. Eliminatie levert:
PiBg = g-Pé + P, - 5%%%T a, (2)
PyP, = By o+ E2% G (b) (7.4.5)
PsPg = Poy - %%% G. (o)

Blijkbaar speelt G een rol analoog aan die van de genererends
functies ng”1. Wij zullen haar daarom ook als genererende functie
opvatten en sechrijven

¢ =122 & T (n) x". (7.4.3)
1
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De arithmetische functie 7 (n) heet de taufunetie van Ramanujan.
Men kan bewljzen, dat T (n) ock multiplicatief is, zodat de verwant-
schap met de delerfuncties van de eerste orde evident 1is.

Uit de voorgaande formules kan men natuurlijk weer direct tot
identitelten betreffende de delerfuncties zelve komen. Door er een
van (7.4.5) te nemen, vindt men dus formules voor T (n). Bijv. zegt
(7.%.5, v), dat

T(n)z n) 6 1 3 (’5' ) -2 (n) - 26 (n)..

n-1
- 480 X &4 (k) 67(n-k)}, (7.4.7)

een relatie, waaruit direct twee congruenties volgen, nl.
T(n) =G, (n) (mod 691), (7.4.8)
n-1
36,,(n) - 267(1'1)— 20‘3(n) = 480 1;: 0“3(}:) 67(n~k) (mod 1800)

(7.%.9)
Evenzo leert (7.4.5, c¢), dat

n n—1
T(n)=6,,(n) - _%_%.‘1 252 5(n) ? & 5(k) O 5 n-kﬁ. (7.%4.10)

Overigens is G een allang bekende grootheid. Immers uit (7.4%.4),
(7.3.12, d), (7.3.6) en (7.3.7) volgt:

W
G = P% - P% = () 18127 (gg - 27 gg),

dus een oude bekende duikt op, nl.

W
g = (570, (7.%.11)

8. Nog een verband met thetafuncties.

AR Mk een functie van het gehele getal k en de drie getallen
X, ¥, 2, gedefinieerd door

M = <+ yK 4 2K, (7.8.1)

zodat MO = 3, en iaten X, ¥, z zodanlg zijn, dat MJ = 0, Dan kan Mk
uitgedrukt wordern met behulp van MQ en ﬁB. Immers dan is

2 2 2

My =x" +y° +25 =-2 (xy+yz+2x),

2 3 + 23 = 3 X¥Z.

M3==x +y
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Dus 1is

k

] M3Mk = xyz(xk + ¥y o+ zk),

k+1 k+1

% MMy = -(xy + yz + zx)(x +y - zk+1),

of

Mz =g M Moy 3 My (7.8.2)

De oplossing van (7.8.2), die voldoet aan de voorwaarde M, =0
is expliciet op te schrijven. Na wat gereken vindt men, als gesteld
wordt

I= (%-)3 (!fg)"e (7.8.3)

Mo= 3 k (7.8.4)

Mox= (Elég')k g 2y, k>0, (7.8.5)
Mook -3 [E%l] 2k+1 ;k-h, .-h

Mopsr= ()72 T g T (oneq) I k20, (7.8.6)

M = (= k>0. (7.8.7)

Tk
ME)-%k l? (4 o (k-2m) phkeb

Bijzonder eenvoudig worden de functiles Mk M—k:

My My =9 - (7.8.8)
x-[%]-[2 “ h (3 2Ky
WIS et b (Gn) 5 h ()" (P2
0
k>o, (7.8.9)
[2k1 1—3—] [.’E.;.l]_h
YorrM- (2+1) =T <[5 =R n gl it .
2k+1} 2k+1]__h
[’gj’ (-)P1 2 (2k-2hity o K30
(7.8.10)

Hier staat dus niet alleen maar, dat MkM K een polynoom in I van
de graad [g] is, maar expliclet de vorm van het polynocom. Zonder meer
ziet men, dat alle coefficienten gehele getallen zijn en bovendien,
dat MM_, voor I = 0 gelijk is man 0 als k # 0 (mod 3), en gelijk is
aan 9 als k = 0 {mod 3).
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Een lijstje van enlige dier polynomen luidt als volgt:

Mo My =9
M,‘ M_1 = 0
My M_p =0+ 21
My M 5 =9 - 31
My M_y =0 -81I+2I1°
2
Mg M g =0+251-51
Mg Mg =9-121-91° 4217 (7.8.11)
7.8.11
Mo M_, =0 - 49 T + 49 .71
Mg M g=0+96I-4 12812 +21"
Mg Mg =9 -271-135 2 4+781% 291
MioM_ o= 0 - 150 I + 355 I2 = 100 I7 = 5 I 4+ 2 I°
My M_,.= 04242 112112 - 22 12 + 110 I - 11 17
MipM_io= 9 - 48 I - 828 I® + 892 I° - 201 oo +a 1
MygM_jz= 0 - 338 T + 1521 I° - 507 I” - 338 ™+ 143 15 - 13 1°

Nu kennen wij al een waardentripel x,y,z, dat voldoet aan de eis
X +y+ 2 =0 uit de theorie van de thetafuncties. Immers volgens
(B.4.3) geldt

b 4 4
In het volgende stellen wij daarom
4 \k bk Lk
Moo= (-85,)" + 87 + 6875 (7.8.12)
Voorts volgen uit de formules (4.4.%) e.d. gemakkelijk de relaties

My =2 By = g (%})& 8o (7.8.13)

4 4 Wi12 , 2 2, Y12
My = 3 6. =3 (P3P; - BoPs)= 5 (9)'° (65-27 85)= 7% ()0,
(7.8.1%)
I = %} Py Py -1 = %? J. (7.8.15)

De gevonden relaties (7.8.11) zijn dus evenzovele relatles tussen
thetafuncties en Kleints modulaire invariant J(t)= J.
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Omdat My = 3 Mg, geldt voorts de eenvoudige relatie

My =2 P, (7.8.16}

9. Klein's modulaire invarlant.

Tenslotte zullen wij nog eens J bezlen, ook als genererende func-
tie beschouwd:

j =122 7 =(§£ ¢ (k)x¥. (7.9.1)

WiJ hebben in het voorgaande al twee eenvoudige voorstellingen gevon-
den, nl.

J =128 MM_, = 64 PoM_,, (7.9.2)

3
Jg = P3P, (7.9.3)

Als bijv. (7.9.3) ultgeschreven wordt, onder gebrulkmaking van
(7.4.5),volgt de recursievergelijking voor de c(k):
n T (k-n) e(n)= &57 {91 S, (k)+ 600 T (k)}, (7.9.%)
wat een bruikbare relatie is om de c{n) te berekenen. Er zijn wel ve=l
aardiger formules te bedenken, want een meer geraffineerde afleilding
levert bijv.

k-1
n n7T(k-n) c(n)= 24 C513(n). (7.9.5)

Langs deze weg kan men c(n) al heel geschikt berekenen en bovendic:.
leveren dergelijke formules aanknopingspunten om eigenschappen van
c(n) te bepalen.

Wij hebben evenwel speciaal (7.9.2) gebruikt. Daarvoor moesten dus
de ontwikkelingscoefficienten van M“2 = 960 + (36?-+ @;g worden
uitgerekend. De methode waarop dit geschiedt is op zichzelf aardig

genceg om te vermelden.

(0]
Z1J gegeven een machtreeks n a(n)x", met a(0) # 0, en gevraagd
de coefficienten b(n) van °

t>z(')?’o(n)xn ={0§ a(n) xn} i

Door links en rechts logarithmisch te differentieren en uit te
vermenigvuldigen, volgt

2] ‘ [o'e] oo [e]
g n b(n)x" g a(n)x™ = (m-1) n b(n) x® n n a(n)x”,
0 0
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dus n
(n-k) a(k) b(n-k)= (m-1) 15 k a(k) b(n-k),

oW

of
(n-mk) a(k) b(n-k)= 0.

oxN3

Dit levert een recursievergelijking voor de b's:
n :
n a(0) b(n)= k (m k-n) a(k) b(n-k).
1

In de eerste plaats bevat deze wijze van berekening haar eligen
controle, omdat de som blijkbaar deelbaar moet zijn door n a(0), als
de optredende getallen tenminste geheel zijn, wat in onze arithme-
tische toepassingen het geval is. Maar verder 1s het procede bijzonder
geschikt als de uitgangsreeks a(k) lacunair is, omdat dan slechts
enkele termen van de som werkelijk optreden en dit is nu juist bij
de thetareeksen bij uitstek het geval.

10. Partitiefuncties.

Tot nu toe hebben wij samenhang onderzocht met de delerfuncties
en verwante functies, die een multiplicatief karakter hebben. Er
bestaat evenwel ook een verband met de partitiefuncties, dus met
additieve eigenschappen van getallen.

Zij p(n) het ahntal partities van n in gehelen, bijv. p(4)= 5,
Nent b =4 =3+ 1 =2+2=2+14+1=14+1+1+4 1. Voorts zi}
Du(n) het aantal partities in ongelijke gehelen, bijv. pu(4)= 2,
2venzo Py (n) het aantal partities in ongelijke oneven gehelen, bijv.
Duo(4)= 1, enz. Voorts pg. (n), resp. pOu(n) het aantal partities in
2en even, resp. oneven aantal verschillende gehelen bijv. pEuM)~ 1
2n py, (H)= 1, enz.

Hiervoor zijn enkele genererende functies in de notatie van

Jannery et Molk:

<0

ag(a)= ﬂj(1—q2n)= ¥T(1~xn)=‘§ §pgy(n)- poy(n)t x%, (7100

q(a)= T (1+¢®)= T (14™)=F o, (n) 7, (7.10.2;
1 1 o 4
T 2n- 1 T &y ®

pl= T+ T (™) D Pyo(n) s (7.10.3)
< (¥

az(a)= T (1-®"T)= T (1*2)= T ()% p,_(n)d". (7.10.2)
4 4 0 uo
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- co
a 1(q)== n p(n) x" (7.10.5}
0 0
En passant, voor qo(q) geldt een stelling van Euler:
% k 3 +1 2
agla)=k (-) x 2k (ZkH1), (7.10.6;
die niet diep ligt en een van Jacobil:
©0 i
(@)= 3 & (-)F (2rer) x2KH), (7.10.7)
- 0

die wel diep ligt. Voorts gelden ervoor nog enkele zeer curleuze

stellingen van Ramanujan:

6
(

5 qg(q5) aq q)=(§ p(5n+k) x7, (7.10.8]

0
R—

7 @3(a’) a5*(a)+ 49 o® af(a) a°(a) = n p(7n45)x". (7.10.

Deze genererende functies hangen direct met de nulthetas samen.
Immers is, zoals men gemakkelijk verifieert:

%0 = %la) o5 (a), (7.10.10)
054 = agla) Q%(Q): (7.10.1%
f10 =2 & sol) ela), (710751
6 =271 a* @2 (a), (7.10.471

waerin 0. =2 B.. (z/) voor z = 0.
{1 =% 11

In de g-functies zijn al onze formules nu weer vertaalbaar. De twee
fundamentele relaties tussen de nulthetas luilden biljv.

a,(a) azla) azla)= 1, (7.10.1%;
16 q Q?(Q)= qg(Q) - qg(Q), (7.10.15:

en ook M3 bijv. wordt eenvoudig:
_ 12 460
My = - 48 q a4 (). (7.10.7€}

Voorts leidt men gemakkelijk enkele rekenregeltjes af voor negatief
argument

qp(-a)= q4(a), (7.1007}

a4 (-a)= q4{(a), (7.10.18)
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ap(-a)= az(a), (7.10.19}
az(-a)= az(a), (7.10.20}

en voor gekwadrateerd argument:

1(a%)= a4(a) q, (a)= q4(ia) q,(ia), (7.10.21)

1, (a°)= ap(tq) az(ia), (7.10.22;

q;(qQ)u ap(a) az(a), (7.10.23)
en tenslotte

600(q2)= ap(iq) q;1(iq), (7.10.24;

901(q2)= an(a) q{1(Q)- (7.10.25}

Met behulp hilerven kan men nu allerlei arithmetische en andere
stellingen vinden. Zo vindt men nu bljv. gemakkelljk

073(a)+ 8:8(19)= - 27% o8(®) B(a®,
maar anderzijds ook

8:5(ah= g81e?) Q?(qE),
zodat geldt:

053aM=- 164 €58 (a)+08(1q) , (7.10.28;

een stelling, die naast zijn functietheoretisch karakter ook een
arithmetisch resultaat levert. Immers, zil] leert, dat de ontwikke-
lingscoefficienten van 596§ eenvoudig gevonden kunnen worden uit dic
van E);O. Voorts ziet men direct, dat afgezien van tekens de coeffi-
cienten van Gag gelijk zijn aan die van (96? . Het resultaat is,
dat om de coefficienten van M__2 te vinden, zoals in sectie Q nodig
bleek, men zich kan beperken tot de coefficlenten van 9;0.

Uit de menigte relaties, die men kan afleiden, zullen wij er nog

een zeer merkwaardige lichten: Hoe gedraagt c(n) zich modulo 717
sl w3 w2 1 -3 _ 4 -3 4
J—GMQMB -E(MQMB)ME =§M9M3 -BT’
I+ g% - g Mg M53 - 2710 575 3T (q)- qge(q)_236 & Bla)),

24 7 {35435, 714343 § e(n)ad™}= 4 of%(q)- % qgg(q)~235q9q§a(Q)
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Nu is (i = 1,2,3):

al®(a)= q;(a) a (@)= q;(a) g (a’M) (mod 71),

222 21 (mod 71), 72 = 1 (mod T1), 24.35.71 = 0 (mod T71),
dus

q+q3+‘§ ¢(n)a®™? = {a,(a)ay(a’)- -az(a)ay (a" ) -a%a, (a)a, (a’)

(mod T71).
Als men stelt ct!(n)= c(n) voor n # 0 en ¢1(0)= 1, is dus

(e
n c'(n) q2n+3

- 60 n « n_ ¢ n n
j = %318 puo(n)q : 8 Puo(n)q7 - 8 (-) puo(n)q'

a ()" pyo(n)al ™

co o
q9 n pu(n) qzn.n pu(n)q142n
0 0

1

(mod T71).

Door vergelijking van de coefficienten links en rechts van q2n+3

vindt men dan
[?n+31 [n-B}
71 . T
ct{n)= % Puo (k)P (2n+3-71k) - g p, (k)p, (n-3-T1k) (mod 71).

(7.10.27;

Zoals men zlet, omvat de rechterzijde maar weinlg termen, voor
n< 2 een term, voor 3€ n< 3% twee termen, voor 34<n< 69 drie termen,
voor 70<€ n< 73 vier termen, voor T4< n< 109 vijf termen, enz.
Modulo 71 geldt dus bijv.
e(-1) =1
ct(0)
c(1)
c(2)
c(3)
e(d)
c(5)
c(6)

enzovoorts.

mom om
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Soortgelijke eigenschappen gelden modulo zekere andere priemen,
Door M6 te gebruiken i.p.v. M9 vindt men bijv. een volkomen analoge
congruentie modulo 7, ‘

De voorbeelden van deze laatste paragraaf waren op grond van de
numerieke gegevens gevonden en pas kort geleden bewezen.
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Colloguium over theta-functies.

Voordracht door Dr F.van der Blij

4 Juni 1952 .

Theta-functies en sommen van kwadraten I.

1. Twee kwadraten.

- 0 wa 8w e w am e e e

v Laten we beginnen met op te merken dat de bepaling van het aantal
"gpresentaties van een natuurlijk gctal N door de som van twee kwadraten
van gehele getallen ook zonder thetafuncties plaats kan vinden. We doen
het echter nu met thetafuncties. We zullen eerst nog een identiteit be-
wijzen, en wel

Ql
(}’ 1(2) 10(2)“‘ (Z) \701(2)
DOO (z) 911 z

We bewijzen deze identiteit door de thetafuncties als functies van z te
beschouwen, Allereerst merken we op dat

C
V4(2) —
—5————— zowel bij de transformatie z—22z+1 als bilj z-2z+T in zijn

(z) .2
10 7»7;10(2

0 Q— F)
Toolz) Uaql2)
zoals direct met de formules (1.2.13) te verifieren 1is. Hieruit volgt dat

(8.1.1)

‘igengestelde overgaat., Hetzelfde geldt voor het quotient

Jor@ | 5 ey Tga)- Ty(e) Vogle)
L ]710(2) . l%o(z) ﬁqq(z) iy‘OO(z) .’j-,!,l(z)

invariant is, bij transformaties z.»2+ A+ 4T

Be enig.’ mogelijke polen van deze functiej kunnen enkelvoudige zijn, gele-
gen in punten congruent met z=0 of 2=3+37T modulo (1, T ). Het punt z=0
is echter geen pool daar de teller voor =0 gelijk aan nul wordt, 1331{2)
en ﬁ O(z) zijn immers oneven functies van z. De beschouwde functie kab
dus alleen polen hebben congruent met z=3+37 en een elliptische funcfie
met één pool per periodepar. is een constante. Om de waarde van de con-
stante te berekenen bepalen we met de regel van L'Hopltal de limiet van
de beschouwde functie voor z—ao Deze wordt

V 01(2) L’ O(Z) Voq(z) 2/ O(Z) V;;«](Z) !‘/10(2) }1(2) l}o(z)
1lim im
20 V 00(2) ¥ 44(2) T2m0 T oo(z) Paq(2)+ Dogl2) Dpp(e) |
4 Q' e
- /o1 V'zomc’ml’:o _
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. w
We schreven als afkorting ”§ (0)« Y ahe
We gebruiken gu (% 4.1) en vlnden
zg Jo1._ ¥ 10} 1
& \a s
B 2y (e1~e2) (h.2.7)
— e .?b L] L]
il b 00 , . ,
2 ¥ Q‘ ~n‘ {
)0 #2700t Vo) (4.4.14)
G
3;” Y00
T Y2
= 00 = —!Tir'/" (Lj.‘i}.B)
it 00
00
Nu is dus (8.1.1) bewezen.
We vonden dus , o )
L~ 7 (,T 7 \ s
8.1.2) Coalz) Vgelz) T Jool2) Vq44(24 7
(8.1, Q - T = 1T 5 * 00
Vor](z) ¥ 10(2) Voq(z) 910(2)
We maken nu dankbaar gebruik van syllabus numero 4 en wel (4.6.4)
Fon(z) (z) ¢2 ®. n n_2n
-1 00 Aq 00 =T tg Tz+4il ! "(°;% 9 sin 2nTz.
1} 1(2) ‘}10(2) n="1 1-q
Jool2) Vaqlz) c* no
-1 00 1 OO _tgrrz+ﬂ-tl_ _____ ———~3b5—ﬁ sin 2nT z.
@yoq(z 210(2) n=1 1+(-1)"q

Nu substitueren we hierin 7= 1/4\, em merken op dat uit (1.2.5)t/m(1.2.8)
, 1 &«
volgt 510(3) -1 /11(K) en JOO(E)' ”01(E)’ en vinden omdat voor even

n geldt sin l%— =0 tenslotte;

A jes) n
(8.1.3) '? =q+h 5y 9 gin LB,
- 00 é:ﬁ 1-q" 2

We schrijven beide leden als machtreeksen in q:

2 (:coo n2:;2 ol N
Voo =17 0 g Tetal,

Z ~0
waarin ré(N) het aantal gehele oplossingen (x,y) van x2+y2=N voorstelt.
oo -0 :E::
< omn n7 N Tn
14 /[ __a  sin = =144 Q sin —— .
n=1 m=1 N=1 a{N

Gelijkstellgggkﬁvan de co&fficiBnten van q geeft {

(8.1.4) )=k 2 sin TS
2 T
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Voorbeeld: x2+y2n65, ré (65) ﬁ{sin 7§+mni;£4.g§n 4357 +81n6%;7} =16
Het ziJgn (I4)24(17)2265; (17)2+(11)%=65; (£1)%4(18)%=65; (18)2+(¥1)%=65.

2. Vier kwadraten,

Zie eerst de ecerste regels van 1. Maar nu gaat het sneller:

6 2,
Vor* 2foo*3( €4 (4.4.4)
We combineren met (4.6.8) en vinden
4 L}&I 3 ) Q,QQ... ,)n En‘
‘ = - Te_.8 7 - ng So
01 * Yoo j;?%_ Mg+ 75875 2 T2 )

Uit (4.6.7) volgt nu

SO A - 5o (1:(-1)7)ng™ |
Voq * Voo = j??‘%?"T BT S

2k+1)
(8.2.1) ﬁ o= 2+48’§f::(?k+;2%k+1)

We ontwilkkelen weer naar machten van q.

4y &y Q0. ooy
1901 b gy =2 %?[(14-(4)1") My (M)gi=2+e 2 o (en)e®™ .

De ontwikkeling van het rechterlid van (8.2.1) geeft

2448 5%5. éff;(ex+1)q21<2k+“> o S A _ . a.
k=0 =1 N=1 diIN

a=1(2)
We vinden zo dus

(8.2.2) V’ (eN)=24 > __ 4.
ajn
d =1(2)

Om T*A(N) ook voor oneven N te berekenen merken we op dat
g4 y g
0~ ﬁo1 * V0 (4.4.3)

Indien PM(N) het aantal gehele X,y,z,t voorstelt met (x+%)2+(y+%)2+
+{z+h) +(t+§) =N kunnen we uit (4.4.3) afleiden

My (==Y T (0)+ ¢, (n).
Voor even N i1s dit triviaal, voor oneven N vinden we
Fy()= £, (n).
Elementair is in te zien dat
rﬁ(MN)= M () + 94(N)=3 My ()

mits N oneven is.
Voor oneven waardenvan N vinden we dus

8.2. 7, (N)=8
(8.2.3) i (N) dﬁ?« d.
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3. Acht kwadraten,

W ———— - — - - -

Uit de formules (4.4.4) en (4.8.2) kan men direct afleiden
N T o~ 2N
(8.3.1) ﬁoo + 901 + qu = 2+480 éiq'\J3(N)q .

Vergelijking van de co&ffici&nten van de verschillende machten van g
geeft ons de relatie

(8.3.2) 2 Fé(eN)+ @8(2N)=48o G‘B(N).

Daar de afleiding van de formule voor r”8(N) hieruit nog al wat reken-
werk elst gaan we hier nu niet verder op in. We mogen verwljzen naar

het artikel van Prof, B.van der Pol: On a non-linear partial differential
equation satisfied byAthe logarithm of the Jacobian theta-functions,
with arithmetical applications II. Kon.Ned.Ak.v.Wet.Proceedings Series A
Vol LIV (1951) pg 272-284,
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 4G,
Amsterdaam (0)

Colloqg;um oqu;jggjgrfuncties.

Vooréracht door Dr T, van der Blij

18 Juni 1952

Theota—-funczties en sommen van kwadraten II.

1. Inleiding,
We beschouwen de gehecle oplossingen van de vergelijking

2 2 2
Xy o+ Xo + eae ¥ xn = N

We stellen het aantal oplcssingen voor door rn(N). De nogal geccmpli-
ceerde methode (een conglomeraat van het werk van Siegel, Hardy,
Iittlewood en Dickson), hecft het voordeel een inzicht te geven hoe
verschillende methoden te werk gsan en hoe in het algemeen het probleen
van de representatie door kwadratische vormen asngepakt kan worden,

. 0 .
1.1) S N) ¢ AT N
(9.1.1) 3 T ;_;1 r_(X)

Verschillendc cnderzoekingen wijzen in de richting ven een rsuw
verband tussen kwedratische vergelijkingen en congrusnties, We terexszner

het aantal oplossingen c{n(N}P} van de congruentie x% + xg + see + xi =
ZN(mod p), met een natuurlijk getal p. ‘
< - , 2xih, 2 2 2_
-1 ) ‘2 D (xq#xp e otz N)
o, (N0 =p /S e
h med p Xy mod p
i=l;005,n
e e 2 7CihN oh
-— n o
(9.1.2) O(,.l(N,p) = P 1 Z~ e p S ('2")).
- h mod p :
.. 2Tin 2 :
°h N B D X - af i
e definieerden S{(°7) = Jo. ® , en merken op dat deze d2Tini” i
P X mod p

atwijkt van (6.1.5), waarin van de twee getallen ?h en p geeist werd dat
ze onderling ondeelbaar moesten zijn. In het symbo~l werd dan een breult-
streep geschreven. Vervolgens normeren we <xn(N,p). Er is vonr iedere
x; een waarde bereik van p getallen totaal dus pn en voor Ce N even-~
eens p waarden. Ve bestuderen verder p"'m'1 q{n(N p). Naast deze uitdruk-
king beschouwen we:

(9.1.3) « (W) = Lim g™ o (N, D).

~» D o
We zullen in § 5 bewijzen, dat deze limiet bestaat, als p een geschilre

gekozen getalrij doorloopt b.v. de rij 1!,2! 3!,41,5!, «.. .



Nu moet ook het getal ‘rn(N) genormeerd worden. We doen dit analy-—~
tisch en normeren met het differentiaal-quoti&nt van het volume binnen

Z‘Xg = N naar N. We berekenen eerst het volume van een n-dimensionale
ol I (R) = a B® (¥x% = &% = N)

R o +5m =34

_ : 2 2\ 4. _ . _ n n . .

I, (R) -A I,.4( Vr%x®)ax = R/%:.In-‘l(R cos f£)cos ¥ ay = an_1RArrcos v
:rr'%'n dal d 71‘%11 in _ ;t?ﬂ _L.n__

i . o ) - _ g
Hieruit volgt a = Il CETsh] dus == = [ T N “““(r-y
We beschouwen nu als het genormeerde aantal oplossingen-

r, (N[ (3n)
(9.1.4) T

e zullen bewijzen dat voor n = 5,6 7,8 de uitdrukcingen (9.1.3) en
(9.1.4) gelijk zijn. Hierin ligt de rechtvaardiging van de ietwat wille-
keurige normering van rn(N). Om de gelijkheid te bewijzen is nogal wat
rekenwerk nodig. Ve weten nu al het een en ander over

Qo
(9.1.1) )g = 1 + 2 r_ (N)e T‘II’N.
o] Noq B

We bestuderen daarnaast o

? xEnyEn-1 AiT N
(9+1.5) Qn = 1 + ——-——(TT!\C (N)e .
. On
We bewi jzen eerst dat;-ﬁ—- invariant is tegenover transformaties uit f},

OO PR ] 8
in het bijzonder ( —=T +2 en I—» -? Vervolgens bewijzen we ]}2 be-

00

grensd is in het fundamentaal gebied van r » Hieruit volgt, dat het
quotiént constant is en gezien het gedrag voor {— i moet 9 2920.

De invariantie is algemeen te bewijzen (voor n > 5), de bevrenz:l.ng alleen
voor n £ 8.

2. De functie @n‘

Uit de definitie volgt

1 sn(Qh) . 2h

4 =0 > D Z,_ 1 7i(T - £2)N
= 1 + lim Fn-1 P

n (3n) p—® h mod p o = . © .

De verwisseling van de sommaties over h en N is geoorloofd als de receks
absoluut convergeert; dit blijkt het geval te zijn als 3n-1 > 1, d.w.z.
n 5.
We gebruiken nu de volgende formule van Lipschitz.

® 2 Tinu
N\NE _
(9.2.1) i:—r% 12 (l_+u.)g Te Tiit.(1+u) E Z-t..znjg
: =0 N==00

We veronderstellen O < u &« 1, g > 1 en Imt > O« Het bijzondere geval u=1,
g is geheel vinden we al bewezen in de 4° syllabus op pag« 12.
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7e beschouwen nu de functie w(z) = Tiz_

e integreren over C+D C is een
cirkel met straal 2N+1, D omsluit

0 en ligt geheel onder Im(z)=Im(t).
De enige polen binnen de contour
zijn g=t-2n: -N Z n ¢ N. De som van
de residuen in deze punten is

\"\iﬁ-‘ e " inu
L. . TT—%
n=-N (t-2n)8
de integrasl over C tot nul, daar
& > 1« Voor de integraal over D
schrijven we

+« Als N —»» nadertw

i

}( rig-8e Tiu(t-2) 5 wil(t-a)g,
D =0

il

Ti > o Tf1(1+u)tf/ 2~ 8 Tiz(u+l) dz =

.L‘=O

© ~ .
- o= T8 D (1ew)Ele TH(AFY j]g[—ﬁiz(ud)] -8 e’“iZ(u”lMgiz(ml)J .
1=0 .

Wanneer N..» ® , nadert de integraal over D tot de integraal van Hankel
voor de gamma-functie. De bekende relatie tussen contourintegraal en
som res iduen geeft nu voor N—wo precies formul- (9.7.7).

Passen we deze formule nu toe. dan vinden we

6, = 14478 13p 2.,___-_ e },.,.,__(T~ “‘%l‘ - 21)-%11
n
P

pP—® h mod p 1l=-m
+Q0 n
(9.2.2) Gn = 1+1%n Lim Z__* s (p) I
p—® k=—@ p~ (pl-2k)
Nu beschouwen we de breuk %}5 en vereenvoudigen deze tot %. Dan geldt
S(2k) S(a) nits ab = O(mod 2). Als echter in 2k en p even hoge
machten van 2 opgaan, berekenen we, (p=2 Pqs 215—27.‘k1 N1, k1 en p,
Tik
oneven) T x+ )2 oTik 2
2rik 2 < P P4 Tik,p Sty 2
s(2¥) =§ K ) o 1 — e 1 15 o P oos®
p X mod p x mod p X mod p :

Dus is in dit geval Seg) = 0. Nu definigéren we S(%) = 0 als (a,b) > 1
of als ab = 1(mod 2). Dan vinden we

s
(9.2.3) G =1+ 1%’1} \”

n == D=1 b"sn(bf a)ﬁn
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3. Het gedrag van Egn onder transformaties uit ”E: .
Vervangen we a in de sommatie van (9.7.3) door a-2b, dan volgt di-

rect )
(9.3.1) B, (T+2) = & (1),
We berekenen nu verder
) o S e
B (=) = 1+1° .
n' T S b-1 bn/é( - a)Ve

We gebruiken nu de reciprociteitsformule voor sommen van Gausz (6.5.1)

ay _ :.b.\/ii.
s(d) = sz 2.
e beschouwen eerst de term met a=0; deze levert (-iff)%n- De termen
met a 3 O leveren:

- R 5 <'b><b1> 'S
AN %‘n [ ) *
ﬁ bn/Q(-b )D./Q = ( : M““] C." n/z(a’f +b)%n

De termen met a ¢ O leveren:

,mﬂ_qo;, ne=b
; < SH(ZF)

m ‘\

@ o an;by,biyvin o) n'b
Ay - S RIS dnoyn S o _56)
=1 b1 v 2(R )2 T £ 654 @2(at ) B
Nemen we nog de term 1 erbij, dan vinden we
0 % Sn(p) ‘1
9 ('-1) (- 11:)-4-‘%11{.“_ %n\ a
Y4 1{—4"" an/é(at_b)?nj
oftewel
(9.3.2) B = (-it)¥Em B (7).
We wvonden al eerder .
Vool T+2) = Vo (T)
, Uool3h = (1) (1.
Dus g is invariant onder F}.
Y00

4. Het gedrag van &n/ ﬁgc in het fundamentaalgebied.

Het is duidelijk, dat de functie overal begrensd is met uitzonder-
ing eventueel in de buurt van de punten U= + 1, de randpunten van het
fundamentaalgebied op de singuliere lijn. We bestuderen alleen T=1.

We stellen T =1 - % en laten T —» i , zodat [—» 1 binnen het fundamen~
T

taalgebied. We voeren nog in e =x, zodet x=0, 2ls T—>iwm.
n 1y _ 8n =1y #n $Yn
Vho(1- 3 = V3,(GH= (-am™ J7 (1)
(9.4.1) §8,01- D) = (1) ¥ 2x®) P 44xPin L O,

Vervolgens berekenen we +® o sn(i)

B (1= 3 = w5 ) /2 1 YD

a=-® b=1 b
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(9.4.2) G (= h=1.:By S

e bestuderen nu
S(—-—-bgc) =/ (-—1)x e b = S.. (32
x mod b
We definieerden 801 analoog met '901. Voor deze nieuwe sommen van Gausz
geldt als analogon van (6.5.1) en {(1.3.3)

-C Mo b
waarbij
. (‘b) ‘\Jm-m Tflb(x_*_%)?
-~ = e .
10%¢c é"'mo"a c

Het bewijs kan analoog met dat van (5.5.1.) geleverd worden. We reduceren
nu op dezelfde wijze als in de vorige paragraaf.

-2 B )
) (1o 1 ;30 T%‘n ) 0 .
€11(1 w) = (-iT) 05?22) ;é::n cn/z(cT_b)n/Z
=~ 1

Cc =
Hier voeren we nu in b = Ac + A, waarin A alle gehele getallen en A
ré /
een restsysteem modulo ¢ met ( %,c) = 1 doorloopt. Nu volgt uit de defi-

nities A i
c+ Wy 4
540( ) = et 5,5 )
® PR o} (1&_) +00 ‘ i;\n
my ke ST TS -
- D) = aPam™ p > ey e
c= mod ¢ c r==®  (T= /= =)

05?1(2) {":u,c)ﬂ

We stellen nu T = 2(T= 4%) en passen (9.2. 1) toe
_\3n (/ﬁ

O %’n-— “lT#’ ( EER

) = Zm ) .

. \in (27
Gn(‘l-— %) = (=1iT) {?_

¢=1"" A mod ¢

':'1(2) (ft,e)=1

Hierin is u = % als n ¢ 8, anders moet 8' modulo 1 gereduceerd worden op
2 Wi pme 2 WiMe
- riT* _ 2miT ~ c 2.~ ¢

0L u (1. Verder e = e e = X e . Tenslotte }

23!‘1,{&( il
AN I PP D S L

n-1 2 1+u
nl1= 7 D=(-11) LT%—T (l+u) o=1 ~ pmmod ¢ )

cz1(2) (M, c)=1
Het gedrag voor T-—sioco , x —>0 wordt op een constanteliactor na
bepaald door (-iT) x4, Het gedrag van ~ dus door x2R=4 | Dy qun-

00
tint is begrensﬁ als 2u}%n deWez. voor n < 8.

5. Uitwerking van de resultaten.

We bewezen dat voor 5 < ng 8
An=1

(9+5.1) I'n(N) = TTT&ET— % (M),
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of wat hetzelfde is
!
(905'2) OO = 6 .

n
e trachten nu voor rn(N) een eenvoudige uitdrukking te vinden.

e zouden kunnen aanimopen bij (9.2.3), hierin S" ( *) invullen en dan
de optredende Poincaré-of Eisenstein-reeks omzetten in een Lambert-reeks
(verg, pag. T 4,12) en aeze in een nachtreeks naar q. Vonral vo~r n = 8
wordt dit eenvoudig, daar 58 a) = b4 mits (a b) = 1 en ab = 0(mod ?).

Een andere mogelijkheid is echter aan te knopen bij (9.1.3). We be-
wijzen eerst
(9.5.3) o« (Nyp,p,) = a:n(N,p1)o<n(N,p2), (p1,p2) = 1.

Laat Ap,+ Wby = 1 en.z:ai;s N(mod PT)’ E:_bi‘i N(mod pe). Dan zal

©; = mbPpa; + A pyb; een oplossing mod p,p, zijn.
/

— 2 _ ,22«x 2 \2.2 T 4.2 5
: (}Lpzai + A pyb,) = wp; > a2y + Apy 2 b + 2 {y0,p1p2 a,b.
2.2
..//Lp2> a§+ ’\ng 2 b? (mod P1P2)

=,2.2 2.2
= MEpoN 4 ) PN (mod p1p2)

=N (mod pyp,)-

We kunnen ons dus beperken tot de berekening van 6Kn(N,ph ), waarin p
een priemgetal is. Eerst rekenen we voor oneven priemgetallen. We begin-

nen met (9.1.2) 2 TinN
- 2 (n.- =2 AT
D (n1)unﬂhph)= D nz :;“ e P SW )
h mod p”

: - D o)
We schrijven h = kp ' en sommeren over ¢ = 0,1,++.2 en k mod' go)

((x.p) = 1) )

e

A —ee - ZE_}_I%N_
-2nN A D
§=1 k mod p" D
pal < . - 2?1}?‘1 . _'ﬂin(pf’ _1)
=1 + E ) p”?n oo € P (gg)ne 0" e 4 =
=1 kx mod pf p _
R _ en
AN - -
@5 =1+ p g™ e 4 o (Fkyfn @
¢= k mod p? P

Als we in de som ool ¥k dz sommatieveranderlijke vervengen door k+yp,
2TiN

Q =1

komt er een extra factor e ° . De som over k is dus nul, tenzij

—

3"1fN. Als p. “ ge de hoogste in N opgaande macht van p is, breekt de
som over P dus af bij Mt Hieruit bllgkt dat de limiet voor *— o
bestaat, waarmee een promemoriepost uit 9 1 is behandeld. Het is nu ncod-
zakelijk de gevallen van even en oneven n apart te beschouwen. Het een--
voudigste geval van even n beschouwen we hier.
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Uit elementaire beschouwingen volgt voor de sommen van Ramanujans
_2 TTikN
FEPE |

e
> LA
o e p’ (1= =) als <
k mod p9 p P /ﬁL
Ao
=wp’ als P=KM'+ 1.
Bovendien is nu
- J%lﬁ( P 1) n £n
[} _ -1' < -1 P
- (=hF = (=) P
p? P
dus £;m
-A(n- - -
P (n 1>¢a<n(N,p%) = 1+(1- l)f: P plan-1) (= 2
P SD:'} P
n{/“+1
o= {pe 1) (dn=1) =1 (.-1) 2 _
te gn +1
=y o ¢lin-t) =77 f: pm(En=1)=1 (J_'%“ _
'@;@ P SJ:‘" P P
- n - n
_ L1 _ (_-;pl 2 - i (:Pj_) 2 5= Flin=1)
p=0
Vervolgens, A geschilkt gekozen,
n
: Lo Ll ) _T‘.q.— ﬁﬂ‘ 2 L] ." ~ L
(3:5.5) TT »7% 1 0,07 TTh-(2h? i) %TN (=D,
b P ) B AN
p#A2 D#2 d=1i0)
Nu hebben we nodig voor p=6
(9.5.6) 7~r (1=-(= )p S (igﬁk'?i"1 = 3% {b.vs Bromwick: Infi.
k =1(2) ) n nite Series p.300).

En voor n-8

. STl - -
(9:5:1) T (-r) = [0t =T 1By af T2 %
pA2 L x=1(2) ) m
Ve berekenen nu verder o (N 27).
- 2FinN
- A
M- A - E
o=Mn ”o<n(N,2’ ) = o= 21 e 2 Sn(&i) _
h mod 2 z’
! — g.j;;::i
Sy o= Y L2 (k) _
€=1 x mod 2° 2f
T3 N
A o =R e L Tir
Sie Y ey e BT T Rgmyen T
p=2 ¥ mod 2F o3 (N
.T‘-,.k J _.. ‘ '
o) e——r o) : 5 -
(9.5.8) sve > 2 2 ) (ERE .
=7 i mod 2 )

We beperken ons nu wear tot n=5 en n=8.

Voor n=6 is de som over k gelijk nul, tenzi] 2§)"Y(N~2 f~2 3.
Dit kan als N = »“l, met oneven M, alleen gebeuren als P =/¢+ 2¢ Daa
vinden we dus
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~M_m_w__~/

=3(pe) FE-3) =
1+ 2 Z-w*_m e
k mod 2/u+2

1 - (3D o=2(1)
Voar n=% vinden we daarentegen

. N . / 2miklN
2—%(n-1)o<

2-»(n—1)

n

A
X (W, 27)

{(9.5.9)

i

-—

2N o q e T (e =) > et

p=2 .k moa 2f
De som over k is nul voor P )y¢c+1, is =2’ wvoor f’i/k+1 en is 2 ’"1
voor f</u, .
( o= Mu=1) 2,27 = He-15.2734) als u> 0
L = 1 als /&4—= 0
We vinden dus voor n=6, gebruik makend van (9.5.1), (9,5,3),
(9.5.5), (9.5.6 ) en (9.5.9)

=3 2 -2
re () %-%(1-(%)2‘2/‘*-2).2(?)‘1 -

(9.5.10)

]

a{M
- 4|2 _gh] . g:iM = @, (= 2Mw,
en voor n=8, gebruik makend van (9.5.1), (9.5.3), (9.5.5), (9.5.7) en
(9.5.10) 4 3
R N A TR
alm
':-"j'éo\Q/ +3 5&".._——— d3=
7 A\
= 16 E:: (—1)dd3 als N even is,
®__ . ’ aiN
N(~,= 16 E:: a’ 2ls N oneven is.
-~ N

De berekening van TS(N) en T (N) kan gebsuren uitgaande van (9.5.4)

en (9.5.8). Er zijn geen wezenllgke m0e111the&eﬂ‘ﬁﬂ@rwmalleen worden de

resultaten minder overzicht 1lijk. D -
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